ALGEBRA 1, Lista 12

Konwersatorium 11.01.2021, Cwiczenia 12.01.2021 i 13.01.2021. Na Kolokwium 3 (19.01.2021 i
20.01.2021) obowiazuje materiat z List 1 — 12.

0S. Materiat teoretyczny: Pierscien Gaussa i pierscienn wielomianéw nad ciatlem jako piers-
cienie euklidesowe. Podzielnos¢ i elementy stowarzyszone w pierscieniu R. Najwiekszy
wspolny dzielnik i najmniejsza wspolna wielokrotnos¢é w pierécieniu R. Istnienie naj-
wiekszego wspolnego dzielnika w pierécieniu euklidesowym. Algorytm Euklidesa w Z
oraz w dowolnym pierscieniu euklidesowym R. Twierdzenie Bézout(a). Podstawowe
twierdzenie arytmetyki. Element nierozktadalny w pierécieniu. Twierdzenie o jednoz-
nacznym rozkladzie w pierécieniu euklidesowym.
1S. W podanym pierécieniu euklidesowym R, dla elementéw a,b € R, znalezé elementy
r,s,t takie, ze r jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem a i b oraz r = as + bt.
(a) a =33, b=42, R="7.
(b) a=2X3—4X?-8X +1, b=2X%-5X?-5X +2, R=Q[X].
(c)a=X"+2 b= X343, R="7Zs5[X].
2S. Czy w podanym pierscieniu R dane elementy a,b € R sa stowarzyszone?
(a) a=5,b= -5, R="7.
(bya=2,b=4, R="27.
(c)a=X+1,b=5X+5 R=Q[X].
(d)ya=X+1,b=5X+6, R=Q[X].
() a=X+1,b=5X+5 R="17[X].
(f) a=1+4+14,b=1—1, R="7]i.
(g) a=1+1i,b=2+1i, R="7[].
3K. Rozstrzygnaé, czy dany element jest odwracalny w danym pierscieniu. Jesli tak, to
znalez¢ element odwrotny.
( ) 105 w Z351.
(b) 1_]. W _ZQOQ().

©) |5 7| w Ma(2s).
(d) ; f w My(Zy).
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4K. Ktore z liczb 1,2,3,4,5,1414,2414,3+14,4+1,5+i sa nierozktadalne w pierscieniu Z[4]?
5. W podanym pierscieniu euklidesowym R, dla elementéw a,b € R, znalez¢ elementy
r, s, t takie, ze r jest najwickszym wspolnym dzielnikiem a i b oraz r = as + bt.
( ) a= 2891, b=1589, R = 7.
(b) a—X4+X+1 b—X3+X2+X R = 7s3[X].
(c) a , b=141, R="7][i.
6. Wskazac nlerozkladalny Wlelomlan
(a) stopnia 2 nalezacy do Zs[X];
(b) stopnia 3 nalezacy do Z-[X];
(c) stopnia 4 nalezacy do Zs[X].



10.

Zatozmy, ze R jest dziedzina, n € N i W € R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowod-
ni¢, ze W ma nie wiecej niz n pierwiastkow w R (wskazowka: rozwazy¢ cialo utamkow
pierécienia R).
Tle pierwiastkow ma wielomian X? 4+ 5X € Zg[X| w pierscieniu Zg? Porownaé¢ wynik z
poprzednim zadaniem.
Zalozmy, ze R jest dziedzing, element p € R jest nierozktadalny oraz v € R*. Udowod-
ni¢, ze element g = up tez jest nierozktadalny.

Zalozmy, ze p jest liczba pierwsza.

(a) Udowodnié, ze (X — a)|(X?~! — 1) w Z,[X] dla kazdego a € Z, \ {0}.

(b) Obliczy¢ iloraz (XP~t —1)/(X —a) w Z,[X], gdziep=5ia = 2.

(¢) Udowodni¢, ze w pierscieniu Z,[X] zachodzi:

X 1=(X-1)-(X-2)-...- (X —p+1).



