ALGEBRA 1, Lista 4

Konwersatorium 26.10.2020, Cwiczenia 27.10.2020 i 18.11.2020.

Niech G bedzie grupa, g € G, k € Ny oraz n € N5 ;.
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Material teoretyczny: Warstwy lewostronne i warstwy prawostronne podgrupy H grupy
G. Wtasnosci warstw. Indeks podgrupy H w grupie GG. Twierdzenie Lagrange’a oraz
wnioski z niego. Male twierdzenie Fermata. Twierdzenie Wilsona.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe:

(a) rzedy elementow g € Za;

(b) rzedy elementéw g € Ss;

(c) rzedy elementow g € Dg.

Zalozmy, ze ord(g) = 10. Wyznaczy¢ ord(g?), ord(g%), ord(g?).
Opisa¢ zbior warstw lewostronnych i prawostronnych (przez wypisanie wszystkich jego
elementow) G/H i H\G, dla:

(a) G= Z12, H= {076},

(b)y G =5;, H=1{id, (1,2,3),(1,3,2)};

(¢) G=7Z, H=5Z.

Zalozmy, ze ord(g) = n i niech r = r, (k).

(a) Udowodni¢, ze g* = g".

(b) Udowodnié¢, ze ord(g*) = [, gdzie [ jest najmniejsza liczba > 1 taka, ze n|kl.

(c) Udowodnié¢, ze ord(g*) = n wtedy i tylko wtedy, gdy k i n sa wzglednie pierwsze.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe rzedy elementow g € D,,.
Niech

7 =4k e€Z, | NWD(k,n) = 1}.
Udowodni¢, ze:

(a) mnozenie modulo n (oznaczane -,) jest dziataniem na Z;

(b) (Zz,-,) jest grupa (lacznosé -, byta omoéwiona na wyktadzie).

Opisa¢ zbior warstw lewostronnych i prawostronnych (przez wypisanie wszystkich jego
elementow) G/H i H\G, dla:

(a) G= D4, H = {ld, Oﬂ—/Q, 071—70371—/2};

(b)y G = Dy, H ={id, S}, gdzie S jest dowolng symetrig osiowa;

(¢c) G =S,, H=A,, gdzie A, to zbiér permutacji parzystych w S, (udowodnié¢, ze
A, jest podgrupg S,!).

Zatozmy, ze G jest generowana przez zbior {g,h} C G taki, ze ord(g) = 5, ord(h) = 4

oraz gh = hg?.

(a) Niech K = (g) oraz H = (h). Udowodni¢, ze K N H = {e}.

(b) Udowodni¢, ze kazdy element grupy G jest postaci g*h’/ dla pewnych 0 < i@ < 5 oraz
0 < j < 4 oraz udowodnié, ze to przedstawienie jest jednoznaczne. Ile elementow
ma grupa G7

(¢) Napisa¢ wzor na iloczyn elementoéw grupy G zapisanych w postaci g'h’/ jak w pod-
punkcie (b) powyzej.

Mozna ten podpunkt omingé, jeéli brakuje czasu na ¢éwiczeniach.

Obliczy¢ nastepujace reszty z dzielenia:

iz (125%42) ) rag (321%%°) , 13y (321%%°).



