ALGEBRA 1, Lista 13

Konwersatorium 19.01.2022 i Cwiczenia 25.01.2022.
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Material teoretyczny: Twierdzenie Bézout(a). Podstawowe twierdzenie arytmetyki. Ele-
ment nierozkladalny w pierscieniu. Twierdzenie o jednoznacznym rozktadzie w piers-
cieniu euklidesowym. Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie
o pierwiastkach zespolonych wielomianu rzeczywistego. Opis elementéw nierozktadal-
nych pierscienia C[X]| oraz pierdcienia R[X]. Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych
wielomianu. Lemat Gaussa i Kryterium Eisensteina.

Zalozmy, ze R jest dziedzing oraz a,b € R\ {0}. Udowodni¢, ze jesli alb, to istnieje

jedyne ¢ € R, takie ze ag = b. Wtedy ¢ nazywamy lorazem b przez a i oznaczamy g

(podobnie jak oznaczamy ulamek).

Udowodnic¢, ze nastepujace liczby rzeczywiste sa niewymierne, odwotujac sie do twierdze-

2,

Roztozy¢ podane wielomiany na czynniki nierozktadalne w podanych pierscieniach:

(a) X°—1w Q[X];

(b) X+ 1w Zs[X];

(c) 2X3 + X2 +4X +2 w Q[X].

(a) Zatozmy, ze wielomiany W,V € R[X] \ {0} sa wzglednie pierwsze, tzn. 1 jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem W i V. Udowodnié, ze istnieja wielomiany
S, T € R[X] takie, ze w ciele R(X) mamy:
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(b) Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierna T € R(X) mozna przedstawié¢ jako sume
utamkow postaci %, gdzie VW € R[X] oraz W jest potega nierozkladalnego
wielomianu stopnia < 2 (uwaga: dzieki temu umiemy catkowaé funkcje wymierne!).

nia o pierwiastkach wymiernych wielomianu: /2, v/25, ¢

. Wskazac¢ nierozktadalny wielomian:

(a) stopnia 2 nalezacy do Zs[X];

(b) stopnia 3 nalezacy do Z;[X];

(c) stopnia 4 nalezacy do Zs[X].
Zatozmy, ze R jest dziedzina, n € N i W € R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowod-
ni¢, ze W ma nie wiecej niz n pierwiastkow w R (wskazowka: rozwazy¢ cialo utamkow
pierscienia R).
Ile pierwiastkow ma wielomian X? + 5X € Zg[X]| w pierscieniu Zg? Poréwnaé¢ wynik z
poprzednim zadaniem.
Zalozmy, ze R jest dziedzing, element p € R jest nierozktadalny oraz v € R*. Udowod-
nic¢, ze element ¢ = up tez jest nierozktadalny.
Niech R bedzie dziedzing i a,b € R. Zaldézmy, ze a nie dzieli b oraz element a jest
nierozktadalny. Udowodni¢, ze najwiekszy wspolnik dzielnik a i b to 1.
Zalozmy, ze p jest liczba pierwsza.

(a) Udowodnié, ze (X — a)|(XP~! — 1) w Z,[X] dla kazdego a € Z, \ {0}.

(b) Obliczy¢ iloraz (XP~t —1)/(X —a) w Z,[X], gdziep=51ia = 2.

(c) Udowodni¢, ze w pierscieniu Z,[X] zachodzi:

X 1=(X-1)-(X-2)-...-(X —p+1).



