ALGEBRA 1, Lista 14

Konwersatorium 26.01.2022, Cwiczenia 1.02.2022.
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Material teoretyczny: Chinskie twierdzenie o resztach. Ideal w pierécieniu R. Ideal
gtowny. Pierdcien euklidesowy jest dziedzing ideatow gléwnych. Pierscien ilorazowy. Ja-
dro i obraz homomorfizmu pierécieni przemiennych z jedynka oraz zasadnicze twierdze-
nie o homomorfizmie pierscieni. Opis pierscienia ilorazowego K[ X|/(W) (K jest ciatem),
posta¢ normalna elementéw tego pierScienia oraz implikacja: jesli W jest nierozktadalny,
to pierscien K[X]/(W) jest ciatem.

W nastepujacych pierscieniach ilorazowych sporzadzi¢ tabelki dodawania i mnozenia.
Znalez¢ wszystkie dzielniki zera w tych pierdcieniach.

(a) Zo/(3).

(b) Zs x Z3/((1,2)).

Roztozy¢ podane wielomiany na czynniki nierozktadalne w podanych pierécieniach:

( ) X4—9X—|—3WQ[X];

—4X + 1w Q[X];

X — 16 w Q[X];
]

ane W1e10m1any sa nierozktadalne w podanym piercieniu?
) P+ X7+ X +1wQX].
) 3X® —4X648X5 — 10X +6 w Q[X].
) X1+ X2 — 6w Q[X].
) 4X3 +3X?2 4+ X + 1 w Zs[X].
(e) X5+ 15 w Q[X].
(f) X*—2X%+ X?+ 1w R[X].

. Obliczy¢ sume i illoczyn danych elementéw w podanych piersécieniach ilorazowych i poda¢

wyniki w postaci normalnej. Ktore z tych pierscieni ilorazowych sa cialami?
(a) 3X +4+ 115X —2+ 1w R[X]/(X?-7).

(b) X2+3X +14+T7T1-2X*+4+1wQ[X]/(X?+2).

() X2+ 1+Ti X+ 141 wZofX]/( X3+ X +1).

. Udowodni¢ istnienie ponizszych izomorfizméw. Wskazdéwka: w kazdym przypadku znalezé

epimorfizm pierscieni, ktorego jadrem jest odpowiedni ideal i zastosowaé zasadnicze
twierdzenie o homomorfizmie pierscieni.

(a) R[X]/(X?*+5)=C.

(b) QIX]/(X2=7) = QW7 ={a+b/T:a,be Q}.
(¢) Z1/(2) = Zs.
(d) R[X]/(X —r) = R, gdzie R jest pierscieniem przemiennym z jedynka i r € R.
(e) RIX, Y]/(X+Y) = R[Y].
676 117 522
Wyznacznik | 375 65 290 | jest dodatni i mniejszy od 100. Obliczy¢ ten wyznacznik
825 143 639

za pomoca chiniskiego twierdzenia o resztach.
Wskazowka: obliczyé wartosé wyznacznika modulo 10 © modulo 11.
Zalozmy, ze I, J sa ideatami w pierscieniu R. Udowodnié, ze I N J oraz

I+J={i+j|liel,jeJ}
tez sg idealami w R. Poda¢ przyktad, gdzie [ U J nie jest idealem w R.



8. Wskazaé¢ generatory nastepujacych ideatow w danych pierécieniach euklidesowych:
(a) (2) N (3) w Z;
(b) (12) N (18) w Z;
() (X2-1)N(X+1) w Q[X].
Zauwazy¢ ogdlng prawidtowosé.
9. Wskazaé generatory nastepujacych ideatéw w danych pierscieniach euklidesowych:
(a) (2,3) w Z;
(b) (9,12) w Z;
() (X?+ X +1,X?+1) w Zy[X].
Zauwazy¢ ogolna prawidlowosé.



