ALGEBRA 1, Lista 9

Konwersatorium 1.12.2021 i Cwiczenia 21.12.2021.

0S. Material teoretyczny: Pierécien (przemienny, z jedynka), dzielnik zera, element odwracalny,
grupa elementow odwracalnych pierscienia, dziedzina, ciato. Przyklady pierscieni. Kazda
skoniczona dziedzina jest cialem. Wyliczenie, ktore pierécienie Z, sa cialami. Homo-
morfizm i izomorfizm pierscieni, definicja, przyklady. Produkt pierscieni. Izomorfizm
pierScieni Zi,, X 2 = Zimn, gdy m i n sa wzglednie pierwsze.
1S. Sprawdzi¢, czy ponizsze (A, @, ®) sa pierscieniami:
(a) A=7Z[V2] ={a+bv2|a,bcZ}, a®b=a+b, a®b= ab (dodawanie i mnozenie
liczb rzeczywistych);
(b) A=R, a@b:‘%’b, a®b=a-b;
(¢) A=Rso, a®b=a-b, a®b=a"
2S. Niech R bedzie pierscieniem Ziy X Z.y.
(a) Napisaé¢ tabelki dzialan w pierScieniu R.
(b) Wskaza¢ dzielniki zera i elementy odwracalne w pierécieniu R.
3S. Okresli¢ dziatania @ i ©® w zbiorze Z tak, by (Z,®, ®) byl pierscieniem i funkcja

f:(Z,®,0)— (Z,+,), flr)=z+1

byta izomorfizmem. Wskazaé¢ jedynke i zero pierscienia (Z, ®, ®).
4K. Ktore z ponizszych pierscieni sg dziedzinami, a ktére ponadto sa ciatami?
(a) Q[v2] = {a+bV2 : a,b € Q} (z dzialaniami dodawania i mnozenia liczb rzeczy-
wistych).

[1].

[i] ={a+bi|a,be Q} (z dziataniami dodawania i mnozenie liczb zespolonych).

x R.

5K. Znalez¢ wszystkie homomorfizmy f : R — S pierscieni z jedynka R i S (uwaga: zgodnie
7z definicja, f(1g) = lg), dla:

a _ 7.

@

( R — Z, S — Z67
(b) R =75, S = Zs;
(C) R = Z'y, S = Z47
(d) R=7, S=17;
(e) R = Qa S = Q
6. Znalez¢ wszystkie dzielniki zera w nastepujacych pierscieniach:
(a) Z4 X ZQ,
(b) Zy X Ziso;
(c) Z x R;

7. Niech +, - beda dziataniami okreslonymi w zbiorze A. Wiadomo, ze (A, +) jest grupa,
za$ dzialanie - jest laczne, rozdzielne wzgledem + i ma element neutralny 1 € A.
Wykazaé¢, ze wtedy (A,+,:) jest piercieniem. (Wskazoéwka: wystarczy udowodnié
przemiennos¢ +. W tym celu wymnozy¢ na dwa sposoby (1 + 1)(a + b) i poréwnac
wyniki.)

8. Zalozmy, ze (R, +, ) jest pierscieniem, w ktorym grupa addytywna (R, +) jest cykliczna.
Udowodni¢, ze R jest przemienny.



9. Zalozmy, ze w pierscieniu R mamy a? = a dla wszystkich a € R.
(a) Udowodnié, ze a + a = 0 dla wszystkich a € R (wskazowka: rozwazy¢ (a + a)?).
(b) Udowodnié¢, ze R jest przemienny (wskazowka: rozwazy¢ (a + b)?).
10. Niech C(R) oznacza zbior wszystkich funkeji ciagltych f: R — R z dzialaniami

(f +9)(x) = f(x) +9(x), (f-9)(x) = f(x)-g(z).

(a) Czy funkcja f(z) = x jest odwracalna w pierscieniu C(R)? Czy jest dzielnikiem
zera?

(b) Poda¢ przyktad funkcji odwracalnej w C(R), réznej od funkcji stale rownej jeden
(jedynki pier§cienia C(R)).

(c) Ktore funkcje w C'(R) sa odwracalne?

(d) Poda¢ przyktad funkcji w C'(R), ktora jest dzielnikiem zera w C(R).

(e) Ktore funkcje w C'(R) sa dzielnikami zera?



