ALGEBRA 1, Lista 14

Konwersatorium 23.01.2024 1 29.01.2024.
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Material teoretyczny: Idealy maksymalne oraz zwiazek pomiedzy ideatami maksymal-
nymi i cialami. Charakterystyka ciata i podcialo. Roéwnania algebraiczne w ciele
F, znajdowanie rozwiazan w rozszerzeniu K ciata F. Ciato algebraicznie domknigte:
definicja, istnienie (informacyjnie) i nieskoriczono$é. Ciala proste. Podciato proste ciala
F. Liczba elementow ciata skoriczonego. Funkcja Frobeniusa w ciele charakterystyki
p > 0.

Sporzadzi¢ tabelki dziatan ciata:

(a) 4-elementowego,

(b) 9-elementowego.

Ktoére z podanych pierscieni sg ciatami?

( ) ZQ X ZQ

(b) Z

(c) Zl?

(d) Q[X]/(X® —3).
(e) QX]/(X?+1).
(f) Zs[X]/(X? +1).
(g) RIX]/(X*+7).

(h) M,(R), n> 1.

Omowi¢ twierdzenie Bézout(a) dla pierscienia wielomian6w nad dowolnym pierscieniem
przemiennym z 1.

Rozwigza¢ rownanie kwadratowe 22 + z + 1 = 0:

(a) w ciele Z;

(b) w ciele Zs;

(c) w ciele liczb rzeczywistych;

(d) w ciele liczb zespolonych.

Zalozmy, ze F' jest cialem oraz I < F. Udowodnié, ze [ = {0} lub [ = F.

Zalozmy, ze f : Fy — F, jest homomorfizmem cial. Udowodnié, ze f jest monomor-
fizmem.

Zalozmy, ze R niezerowym pierécieniem przemiennym z 1 oraz ideal I < R jest taki, ze
I # R. Mowimy, ze ideal I jest pierwszy, gdy dla wszystkich a,b € R, a-b € I pociaga,
ze a € I lub b € I. Udowodnié, ze:

(a) ideal I jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pierscieni R/I jest dziedzina;

(b) jesli I jest maksymalny, to I jest pierwszy.

Niech z =a+bi € C\ R, W € R[X]| oraz W(z) = 0. Udowodni¢, ze:

(a) wielomian

X?—2aX + (a®+b*) = (X — 2)(X — 2)
dzieli W w pierScieniu R[X];
(b)y W(z) = 0.
Wskazowka: podzieli¢ z reszta.



