ALGEBRA 1, Lista 5

Cwiczenia 3.11.2023, Konwersatorium 7.11.2023.
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Material teoretyczny: Homomorfizmy, epimorfizmy, monomorfizmy, endomorfizmy i au-
tomorfizmy grup: definicje i przyklady. Twierdzenie Cayley’a. Wtasno$ci homomor-
fizmow grup. Jadro i obraz homomorfizmu grup. Dzielnik normalny.

Udowodni¢, ze ztozenie homomorfizméw jest homomorfimem.

Udowodni¢, ze funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem.

Niech G bedzie grupa. Udowodni¢, ze Aut(G) < Sg.

Zalozmy, ze G, H sa grupami oraz grupa G jest cykliczna, skoniczona i generowana przez
element a. Zalozmy, ze b € H oraz ord(b) jest skonczony i dzieli ord(a). Udowodni¢, ze:
(a) istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze f(a) = b;

(b) kazdy endomorfizm Z, jest postaci:

Pk - Zn — Zna Spk(x) =k ‘n L;

dla pewnego k € Z,.
Zalozmy, ze G jest grupa cykliczna, nieskoriczong i generowana przez element a, H jest
dowolng grupa oraz b € H. Udowodni¢, ze:
(a) istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze f(a) = b;
(b) kazdy endomorfizm Z jest postaci:

Uy L= 1, Yp(v) = k;

dla pewnego k € Z.
Czy istnieja ponizsze homomorfizmy grup f : G — H? Jedli istniejg, to wyznaczyc
obraz i jadro danego homomorfizmu.

(a) G = (Z4>+4)a H = (Z> +)> f(l) =1L

(b) G= (Z47+4)7 H = (Z27+2)7 f(l) L.

(¢c) G=H = (R,+), f(1)=99.

(d) G = (R>07 ')7 H = (]R7 +>7 f(8) = 3.

(e) G=(Q+), H=(Q\{0},-), f(1) =2

(f) G = (Z4,+4), H=(Z5,+5), f(1)=1.
Wyznaczy¢ wszystkie homomorfizmy f: G — H, gdzie:
(a) G = (Zv+)7 H = (Z47+4);

(b) G = (Zs,+3), H = (24, +4);

(c) G = (Zo, +10), H = (Zg,+6);

(d) G=H=(Q+)
Czy nastepujaca podgrupa H grupy G jest dzielnikiem normalnym?
(a) G = D4, H = {ld, Oﬂ—/Q, Oﬂ,Ogﬁ/Q}.

(b)y G = D,, H=/{id, O,}.

(c) G=S,;, H=1{id,(1,2,3),(1,3,2)}.
Niech

H = {id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} C S4.
Udowodni¢, ze:
(a) H jest podgrupa Sq;
(b) H jest dzielnikiem normalnym w S, (wskazowka: dla o € Sy opisac o(1,2)(3,4)0~!
i nastepnie skorzystac z odpowiedniego kryterium na dzielnik normalny z wyktadu).



