
Algebra 2B, Lista 1

Niech K b¦dzie ciaªem, R pier±cieniem i n ∈ N.

1. Niech f ∈ K[X] \K i n = deg(f). Udowodni¢, »e

dimK(K[X]/(f)) = n.

2. Udowodni¢, »e istnieje jedyny homomor�zm ϕR : Z → R oraz »e dla
ka»dego m ∈ Z mamy ϕR(m) = m · 1.

3. Niech f ∈ R[X] \ {0}. Udowodni¢, »e je±li R jest dziedzin¡, to mamy
|Z(f)| 6 deg(f).

4. Znale¹¢ wielomiany nierozkªadalne stopni 2 i 3 w Z2[X] i Z3[X].

5. Poda¢ przykªady ciaª mocy 4, 8, 9 i 27.

6. Zaªó»my, »e ({a, b, 0, 1},+, ·) jest ciaªem. Napisa¢ tabelki + i ·. Ile
istnieje takich par dziaªa« (+, ·)?

7. Niech char(K) = n. Udowodni¢, »e istnieje jedyne podciaªo K0 ⊆ K
takie, »e:

• K0 jest najmniejszym podciaªem K,
• je±li n jest liczb¡ pierwsz¡, to K0

∼= Zn,
• je±li n = 0, to K0

∼= Q.

K0 nazywamy podciaªem prostym K.

8. Udowodni¢, »e zbiór liczb algebraicznych jest przeliczalny.

9. Niech z ∈ C. Udowodni¢, »e z jest liczb¡ algebraiczn¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy z̄ (liczba sprz¦»ona) jest liczb¡ algebraiczn¡.

10. Zaªó»my, »e n nie jest kwadratem liczby naturalnej i niech

T := {
[

a b
nb a

]
∈ M2(Q) | a, b ∈ Q}.

Udowodni¢, »e:

• T jest podpier±cieniem M2(Q) (wyj¡tkowo tutaj rozwa»amy pier±-
cie« nieprzemienny M2(Q)),

• T ∼= Q(
√

n), czyli w szczególno±ci T jest ciaªem.
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