
Algebra 2B, Lista 12

Niech K b¦dzie ciaªem i n ∈ N>0.
1. Wskaza¢ z ∈ C takie, »e rozszerzenie Q ⊆ Q(z) jest Galois oraz

G(Q(z)/Q) jest izomor�czna z:

(a) (Z2, +)2 × (Z4, +).
(b) (Z2, +)× (Z4, +)2.
(c) (Z2, +)3 × (Z3, +).
(d) (Z3, +).

2. Udowodni¢, »e istnieje rozszerzenie Galois Q ⊆ K takie, »e G(K/Q)
jest izomor�czna z:

(a) (Zp, +), gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.
(b) (Zn, +) (dowód mo»e wymaga¢ skorzystania z twierdzenia, które

wykracza poza ramy tego wykªadu).

3. Zaªó»my, »e K zawiera pierwotny n-ty pierwiastek z 1. We¹my a ∈ Kalg

taki, »e an ∈ K. Udowodni¢, »e:

(a) Rozszerzenie K ⊆ K(a) jest Galois.
(b) Grupa G(L/K) jest izomor�czna z podgrup¡ (Zn, +).

4. Niech f ∈ K[X]. Udowodni¢, »e je±li f jest wzgl¦dnie pierwszy z f ′, to
f jest rozdzielczy.

5. Niech K ⊆ L b¦dzie rozszerzeniem Galois i G(L/K) = {φ1, . . . , φn}.
De�niujemy

T = φ1 + . . . + φn : L → L.

Udowodni¢, »e:

(a) Dla ka»dego a ∈ L mamy T (a) ∈ K.
(b) Istnieje a ∈ L taki, »e T (a) = 1.

6. Udowodni¢, »e rn(rn(K)) = rn(K) i r(r(K)) = r(K).

7. Udowodni¢, »e je±li a ∈ r2(K), to [K(a) : K] jest pot¦g¡ 2.

8. Udowodni¢, »e je±li n jest liczb¡ zªo»on¡, to rn(K) = rn−1(K).
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