
Algebra 2B, Lista 2

Niech K b¦dzie ciaªem, R pier±cieniem i n ∈ N>0.

1. Niech f ∈ K[X] i deg(f) ∈ {2, 3}. Udowodni¢, »e f jest nierozkªadalny
wtedy i tylko wtedy, gdy Z(f) = ∅.

2. Zaªó»my, »e R jest UFD. Niech f = anXn + . . . + a0 ∈ R[X], gdzie
an 6= 0. Zaªó»my, »e p jest elementem pierwszym pier±cienia R oraz:

p|a0, p|a1, . . . , p|an−1, p - an, p2 - a0.

Udowodni¢, »e f jest nierozkªadalny w K[X], gdzie K jest ciaªem
uªamków R (kryterium Eisensteina).

3. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodni¢, »e 1+X + . . .+Xp−1 jest
nierozkªadalny w Q[X].

4. Niech εn ∈ C b¦dzie taki, »e εn
n = 1 i dla ka»dego 0 < i < n mamy

εi
n 6= 1. Znale¹¢ degQ(εn) dla:

(a) n = p: liczba pierwsza,
(b) n = 6,
(c) n = 8.

5. Udowodni¢, »e degQ( n
√

2) = n.

6. Znale¹¢ f ∈ Q[X] taki, »e f( 3
√

3) = ( 3
√

3)−1.

7. Znale¹¢ degQ(
√

2 +
√

3).

8. Udowodni¢, »e [R(X) : R(Xn)] = n.

9. Niech v : R \ {0} → N b¦dzie norm¡ euklidesow¡ speªniaj¡c¡ dla
ka»dych a, b ∈ R nierówno±¢ v(a) 6 v(ab), I b¦dzie niezerowym ideaªem
pierwszym w R oraz r ∈ I. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:

(a) (r) = I,
(b) r jest nierozkªadalny,
(c) v(r) = min{v(a) | a ∈ I \ {0}}.
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