
Algebra 2B, Lista 4

Niech R b¦dzie pier±cieniem UFD, K = R0 i K ⊆ L b¦dzie rozszerzeniem
ciaª.

1. Niech f ∈ K[X] \ {0} i a ∈ K \ {0}. Udowodni¢, »e:

(a) f ∈ R[X] wtedy i tylko wtedy, gdy cont(f) ∈ R,
(b) cont(af) = a cont(f),
(c) Je±li f ∈ R[X], to

cont(f) = NWD(a0, . . . , an),

gdzie f = anXn + . . . + a0.

2. Zaªó»my, »e f, g ∈ R[X] \ {0} i cont(f) = cont(g) = 1. Udowodni¢, »e
cont(fg) = 1.

3. Niech f, g ∈ R[X] oraz cont(f) = 1. Udowodni¢, »e f |g w R[X] wtedy
i tylko wtedy, gdy f |g w K[X].

4. Niech R ⊆ S b¦dzie rozszerzeniem pier±cieni i b ∈ S. Powiemy, »e
b jest caªkowity nad R gdy istnieje wielomian unormowany f ∈ R[X]
taki, »e f(b) = 0. Niech a ∈ L. Udowodni¢, »e (caªy czas zakªadamy,
»e R jest UFD!):

(a) Element a jest caªkowity nad R wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
algebraiczny nad K i fa ∈ R[X], gdzie fa to wielomian minimalny
a nad K.

(b) Je±li a ∈ K jest caªkowity nad R, to a ∈ R.
(c) Je±li f =

∑
aiX

i ∈ R[X] jest wielomianem unormowanym, a ∈ K
oraz f(a) = 0, to a ∈ R i a|a0 w R.

5. Niech S b¦dzie R-algebr¡, s ∈ S i ϕ : R[X] → S homomor�zmem
R-algebr. Udowodni¢, »e je±li ϕ(X) = s, to ϕ = evs.

1


