
Algebra 2B, Lista 5

Niech K ⊆ L ⊆ M b¦dzie wie»¡ ciaª.

1. Zaªó»my, »e M jest algebraicznie domkni¦te, f ∈ K[X]\K i {a1, . . . , an}
jest zbiorem wszystkich pierwiastków f w M . Udowodni¢, »e L jest
ciaªem rozkªadu f nad K wtedy i tylko wtedy, gdy L = K(a1, . . . , an).

2. Niech K ⊆ L′ b¦dzie rozszerzeniem ciaª takim, »e L ∼=K L′. Udowod-
ni¢, »e G(L/K) ∼= G(L′/K).

3. Dla ka»dego f ∈ K[X] wprowad¹my now¡ zmienn¡ Xf . Niech

R = K[Xf ]f∈K[X],

I = ({f(Xf ) | f ∈ K[X] \K}) P R.

Udowodni¢, »e I 6= R.

4. Udowodni¢, »e K1 otrzymane indukcyjnie w pierwszym kroku dowodu
odpowiedniego twierdzenia z wykªadu jest algebraicznym domkni¦ciem
ciaªa K.

5. Dowie±¢, »e ciaªem rozkªadu wielomianu X4 − 2 nad Q jest Q(i, 4
√

2).

6. Zaªó»my, »e [L : K] = 2. Dowie±¢, »e L jest ciaªem rozkªadu pewnego
f ∈ K[X].

7. Niech L b¦dzie ciaªem rozkªadu f ∈ K[X] i deg(f) = n. Dowie±¢, »e
[L : K] 6 n!.

8. Znale¹¢ przykªad nierozkªadalnego wielomianu f ∈ Q[X] oraz parami
ró»nych a1, a2, a3 ∈ C takich, »e f(a1) = f(a2) = f(a3) = 0 ale
Q(a1, a2) � Q(a1, a3).

9. Znale¹¢ algebraicznie domkni¦te ciaªo K takie, »e dla ka»dego a ∈ K
istnieje sko«czone podciaªo F ⊂ K takie, »e a ∈ F .

10. Udowodni¢, »e dla ka»dego F ∈ Fp[X] mamy F (Xp) = F (X)p.
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