Algebra 2B, Lista 1

Niech K bedzie ciatem, R pierscieniem i n € IN.

1.

10.

Niech f € R[X]\ {0}. Udowodni¢, ze jesli R jest dziedzina, to mamy
{r e R f(r) =0} <deg(f).

Znalezé przyktad R1i f € R[X] takiego, ze deg(f) = 11 f ma nieskoncze-
nie wiele pierwiastkow.
Zalozmy, ze char(K) = n. Udowodni¢, ze istnieje najmniejsze podciato

F C K (F nazywamy podciatem prostym K) oraz, ze:

(a) jesli n jest liczba pierwsza, to F = I,
(b) jeslin =0, to F = Q.

Udowodni¢, ze zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Niech z € C. Udowodni¢, ze z jest liczba algebraiczng wtedy i tylko
wtedy, gdy z (liczba sprzezona) jest liczba algebraiczna.

Niech v : R\ {0} — IN bedzie norma euklidesows spelniajaca dla
kazdych a,b € R\ {0} nieréwnos¢ v(a) < wv(ab), I bedzie nieze-
rowym ideatem pierwszym w R oraz z € I. Udowodni¢, ze nastepujace
warunki sg rownowazne:

(a) () =1,

(b) x jest nierozkladalny,
(¢) v(z) =min{v(a) | a € T\ {0}}.

Niech Q C K bedzie rozszerzeniem ciat. Udowodnié, ze
G(K/Q) = Aut(K).
Udowodni¢, ze G(C/R) = {id¢, ¢}, gdzie ¢ jest sprzezeniem zespolonym.
Udowodni¢, ze Aut(R) = {idr}.
Niech a € L bedzie przestepny nad K i f € K(X) \ K.

(a) Zdefiniowa¢ Dom(f) C L i funkcje f : Dom(f) — L.
(b) Udowodni¢, ze a € Dom(f) oraz ze f(a) jest przestepny nad K.



