
Algebra 2B, Lista 3

Niech K b¦dzie ciaªem.

1. Niech α ∈ Q>0 i K b¦dzie podciaªem C takim, »e√α /∈ K. Udowodni¢,
»e G(K(

√
α)/K) = {id, ϕ}, gdzie ϕ(

√
α) = −√α.

2. Niech k1, k2, . . . ∈ N>1 b¦d¡ parami wzgl¦dnie pierwsze. Udowodni¢,
»e liczby √

k1

k2
,

√
k3

k4
, . . . ,

√
k2n−1

k2n
, . . .

s¡ liniowo niezale»ne nad Q. W którym momencie przestaje dziaªa¢
�naiwny� dowód?

3. Znale¹¢ degQ(
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7 +
√

11).

4. Dla ka»dego f ∈ K[X] \K wprowad¹my now¡ zmienn¡ Xf . Niech

R = K[Xf ]f∈K[X]\K ,

I = ({f(Xf ) | f ∈ K[X] \K}) P R.

Udowodni¢, »e I 6= R.

5. Zaªó»my, »e K jest przeliczalne i niech

K[X] \K = {fn | n ∈ N}.

De�niujemy K0 := K i dla n ∈ N, Kn+1 jako ciaªo rozkªadu fn nad
Kn. Udowodni¢, »e L :=

⋃
Kn jest algebraicznym domkni¦ciem K.

6. Zaªó»my, »e K ⊆ L jest rozszerzeniem ciaª i [L : K] = 2. Dowie±¢, »e
L jest ciaªem rozkªadu pewnego f ∈ K[X].

7. Znale¹¢ rozszerzenie ciaª K ⊆ L takie, »e [L : K] = 3 i L nie jest
ciaªem rozkªadu »adnego wielomianu o wspóªczynnikach z K.

8. Niech L b¦dzie ciaªem rozkªadu f ∈ K[X] i deg(f) = n. Dowie±¢, »e

[L : K] 6 n!

9. Znale¹¢ przykªad nierozkªadalnego wielomianu f ∈ Q[X] oraz parami
ró»nych a1, a2, a3 ∈ C takich, »e f(a1) = f(a2) = f(a3) = 0 ale

Q(a1, a2) � Q(a1, a3).
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