ALGEBRA A, Lista 12

1. Niech R bedzie piercieniem catkowitym z jednoznacznym rozktadem.

Wykazac, ze:

(a) Jesli1 jest najwiekszym dzielnikiem elementéw a, b oraz najwiek-
szym wspoélnym dzielnikiem elementéw a, ¢, to 1 jest najwiekszym
wspélnym dzielnikiem elementéw a, be.

(b) Jesli a|bc i1 jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem elementéw
a, b, to alc.

(c) Jesli alc, blc i1 jest najwiekszym wspdSlnym dzielnikiem elemen-
téw a, b, to ablc.

. Zbada¢, czy dana liczba jest elementem rozkladalnym pierscienia R.

(a) 7+ V54, 2+ 3v/5i, 5+ 4v/5i; R = Z[/5i],
(b) =1+ 74,5, 23,1+ 63; R=ZJ[i].
. Niech a i b beda stowarzyszonymi elementami pierScienia catkowitego
R. Wykazag, ze:
(a) a jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy b jest odwracalny,
(b) a jest nierozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy b jest nierozkta-
dalny.
. Udowodnié, ze 1 i —1 to jedyne elementy odwracalne w Z[/3i].

. Pokazaé, ze

4=2-2=(1+V3)-(1-V3)
sg dwoma, niestowarzyszonymi rozktadami 4 na czynniki nierozktadal-
ne w Z[v/3i).
. Znalez¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla nastepujacych f, g € R[z]:
f="1@-1)°(2+2)*(z-3)(z"+4)*, g = —2(z—1)*(2+2)(z+5)(z*+4)".

. Znalez¢ najwiekszy wspdlny dzielnik w Z[i] (rozktadajac na czynniki
nierozktadalne)

(a) 17 oraz —15 + 8.

(b) 13 oraz 12 + 5i.

(c) =10+ 114 oraz —5 + 12.



