
ALGEBRA 1B, Lista 12

R jest dziedzin¡ i K jest ciaªem.

1. Znale¹¢ wªa±ciwy ideaª pierwszy Z[X], który nie jest maksymalny.

2. Niech a ∈ R. Udowodni¢, »e a jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego b ∈ R, je±li b|a, to b ∼ a lub b ∈ R∗.

3. Niech d ∈ C \Z i d2 ∈ Z. Rozwa»my funkcj¦:

v : Z[d] → Z, v(n + md) = n2 −m2d2.

Udowodni¢, »e dla ka»dych α, β ∈ Z[d]:

(a) v(αβ) = v(α)v(β).
(b) α ∈ Z[d]∗ wtedy i tylko wtedy, gdy v(α) = ±1.
(c) Je±li v(α) jest liczb¡ pierwsz¡, to α jest nierozkªadalny.

4. Udowodni¢, »e 3 jest rozkªadalny i »e 5 jest nierozkªadalny w Z[
√−2].

5. Zbada¢, czy dana liczba jest elementem rozkªadalnym pier±cienia R.

(a) 7 +
√−5, 2 + 3

√−5, 5 + 4
√−5; R = Z[

√−5],
(b) −1 + 7i, 5, 23, 1 + 6i; R = Z[i].

6. Wyznaczy¢ z dokªadno±ci¡ do stowarzyszenia wszytkie elementy nierozkªadalne
w KJXK.

7. Udowodni¢, »e pier±cie« K[X2, X3] nie jest UFD.

8. Niech R b¦dzie UFD i a, b ∈ R. Udowodni¢, »e ideaª (a) ∩ (b) jest
gªówny.

9. Niech S b¦dzie podzbiorem multyplikatywnym R. Udowodni¢, »e:

(a) Dla I P RS mamy (I ∩R)RS = I.
(b) Istnieje monomor�zm f : RS → R0.
(c) Je±li R jest PID, to RS jest PID.
(d) Je±li R jest noetherowski, to RS jest noetherowski.
(e) Je±li I P R jest maksymalnym elementem w rodzinie ideaªów

rozª¡cznych z S, to I jest ideaªem pierwszym.

10. Dla ka»dej liczby pierwszej p, uto»samiamy Z(p) z podpier±cieniem Q.
Udowodni¢, »e: ⋂

p-pierwsza
Z(p) = Z.
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