ALGEBRA 1B, Lista 12

R jest dziedzing i K jest ciatem.
1. Zmalezé wlasciwy ideal pierwszy Z[X], ktory nie jest maksymalny.

2. Niech a € R. Udowodnié¢, ze a jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego b € R, jedli bla, to b~ a lub b € R*.

3. Niech d € C\ Z i d* € Z. Rozwazmy funkcje:
v:Z[d] — Z, v(n+md) =n*—m?d*.
Udowodni¢, ze dla kazdych a, 8 € Z[d):

(a) v(af) = v(a)o(B).
(b) « € Z[d]* wtedy i tylko wtedy, gdy v(a) = £1.

(c) Jesli v(a) jest liczba pierwsza, to « jest nierozktadalny.
4. Udowodnié, ze 3 jest rozktadalny i ze 5 jest nierozkladalny w Z[v/—2].

5. Zbadaé, czy dana liczba jest elementem rozkladalnym pierscienia R.
(a) 7T+ +v—=5, 24 3V/=5, 54+ 4v/—-5; R =Z[\/-5],
(b) —1+7i, 5,23, 14 6i; R="7[i|.
6. Wyznaczy¢ z doktadnoscia do stowarzyszenia wszytkie elementy nierozktadalne
w K[X].
7. Udowodni¢, ze piersciert K[X?, X3] nie jest UFD.
8. Niech R bedzie UFD i a,b € R. Udowodni¢, ze ideal (a) N (b) jest
gtowny.
9. Niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym R. Udowodni¢, ze:

(a) Dla I < Rg mamy (I NR)Rg = 1.
(b) Istnieje monomorfizm f : Rg — Ry.
(c¢) Jesli R jest PID, to Rg jest PID.
(d)
)

d
(e

Jesli R jest noetherowski, to Rg jest noetherowski.

Jedli I <€ R jest maksymalnym elementem w rodzinie ideatéow
rozlacznych z S, to I jest ideatem pierwszym.

10. Dla kazdej liczby pierwszej p, utozsamiamy Z,) z podpierscieniem Q.

Udowodni¢, ze:
N Zy =12

p-pierwsza



