
ALGEBRA 1B, Lista 13

R,S s¡ pier±cieniami przemiennymi z 1.

1. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

(a) p jest elementem rozkªadalnym Z[i],
(b) p jest sum¡ dwóch kwadratów liczb caªkowitych,
(c) p ≡ 1(mod 4).

2. Wykaza¢, »e spo±ród liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele:

(a) elementów nierozkªadalnych Z[i],
(b) elementów rozkªadalnych Z[i].

3. Udowodni¢, »e pier±cie« Z[2X, 2X2, 2X3, . . .] nie jest noetherowski.

4. Znale¹¢ NWD i NWW dla:

(a) X4 −X, X6 −X w C[X],
(b) X4 −X, X6 −X w CJXK,
(c) 4− 2i, 13 + i w Z[i],
(d) 13, 12 + 5i w Z[i],

5. Dla I, I ′, J P R udowodni¢, »e I(J + J ′) = IJ + IJ ′.

6. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) Istniej¡ R1, R2 niezerowe pier±cienie z 1 takie, »e R ∼= R1 ×R2.
(b) Istniej¡ u1, u2 ∈ R \ {0} takie, »e u1 + u2 = 1, u2

1 = u1, u2
2 = u2.

7. Udowodni¢, »e Q[X, Y ]/(XY ) � Q[X, Y ]/(X)×Q[X,Y ]/(Y ).

8. Udowodni¢, »e (R× S)∗ ∼= R∗ × S∗.

9. Dla n,m ∈ N wzgl¦dnie pierwszych udowodni¢, »e Z∗mn
∼= Z∗m ×Z∗n.

10. Niech n ∈ N oraz n = pα1
1 . . . pαk

k , gdzie αi ∈ N i p1, . . . , pk s¡ liczbami
pierwszymi, które s¡ parami ró»ne. Udowodni¢, »e:

(a) Dla α ∈ N i p pierwszej mamy |Z∗pα | = pα − pα−1,
(b) |Z∗n| = (pα1

1 − pα1−1
1 ) · . . . · (pαk

k − pαk−1
k ).
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