ALGEBRA 1B, Lista 11

R jest pierscieniem przemiennym 7z 1, K jest cialem.

1. Zal6zmy, ze R jest UFD i niech f,h € R[X] maja zawarto$¢ rowna 1.
Udowodni¢, ze zawarto$¢ fh jest tez réwna 1.

2. Niech f € R[X] i zal6zmy, ze deg(f) € {2,3}. Udowodni¢, ze f jest
nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego r € R mamy
f(r) # 0. Znalez¢ kontrprzyktad na powyzsza rownowaznosé, gdy
pominiemy zaltozenie, ze deg(f) € {2, 3}.

3. Niech f,g € K[X] gdzie f =Y a;X". Definiujemy f o g jako >_ a;g’.
Udowodni¢, ze:
(a) Funkcja ¥, : K[X] — K[X], ¥,(h) = hog jest homomorfizmem.

(b) Zbior wielomianow {f € K[X] | deg(f) = 1} jest zamkniety na
dziatanie o i wraz tym dzialaniem jest grupa, ktéra jest izomor-
ficzna z (K, +)x K*, gdzie K* dziala na (K, +) poprzez mnozenie.

(c) Jedli deg(g) = 1, to f jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy,
gdy f o g jest nierozkladalny.

4. Udowodni¢, ze XP~1 + XP~2 4 ...+ X +1 € Q[X] jest nierozktadalny,
gdzie p jest liczba pierwsza.

5. Znalez¢ NWD 1 NWW dla:
(a
(b
(¢
(d

) X4 - X, X6 - X wC[X],
) X4 - X, X% - X w C[X],
) 4—2i, 13+ w Z[i],

) 13, 12+ 5i w Z][i],

6. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Istnieja Rj, Ro niezerowe pierscienie z 1 takie, ze R = Ry X Ro.
(b) Istnieja u1,us € R\ {0} takie, ze uy +us = 1, u3 = u1, u3 = us.
7. Niech n € N oraz n = p{* ...pp"*, gdzie a; € Nipy,...,py sa liczbami
pierwszymi, ktore sa parami rézne. Udowodnié, ze:

a—1

(a) Dla a € N i p pierwszej mamy |Zja| = p® — p*~ ",
. 1 -1
(b) 1Z7] = (0" =y ) oo (R =0 ).



