
ALGEBRA 1B, Lista 11

R jest pier±cieniem przemiennym z 1, K jest ciaªem.

1. Zaªó»my, »e R jest UFD i niech f, h ∈ R[X] maj¡ zawarto±¢ równ¡ 1.
Udowodni¢, »e zawarto±¢ fh jest te» równa 1.

2. Niech f ∈ R[X] i zaªó»my, »e deg(f) ∈ {2, 3}. Udowodni¢, »e f jest
nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego r ∈ R mamy
f(r) 6= 0. Znale¹¢ kontrprzykªad na powy»sz¡ równowa»no±¢, gdy
pominiemy zaªo»enie, »e deg(f) ∈ {2, 3}.

3. Niech f, g ∈ K[X] gdzie f =
∑

aiX
i. De�niujemy f ◦ g jako

∑
aig

i.
Udowodni¢, »e:

(a) Funkcja Ψg : K[X] → K[X], Ψg(h) = h◦ g jest homomor�zmem.
(b) Zbiór wielomianów {f ∈ K[X] | deg(f) = 1} jest zamkni¦ty na

dziaªanie ◦ i wraz tym dziaªaniem jest grup¡, która jest izomor-
�czna z (K, +)oK∗, gdzie K∗ dziaªa na (K, +) poprzez mno»enie.

(c) Je±li deg(g) = 1, to f jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy,
gdy f ◦ g jest nierozkªadalny.

4. Udowodni¢, »e Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X +1 ∈ Q[X] jest nierozkªadalny,
gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.

5. Znale¹¢ NWD i NWW dla:

(a) X4 −X, X6 −X w C[X],
(b) X4 −X, X6 −X w CJXK,
(c) 4− 2i, 13 + i w Z[i],
(d) 13, 12 + 5i w Z[i],

6. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) Istniej¡ R1, R2 niezerowe pier±cienie z 1 takie, »e R ∼= R1 ×R2.
(b) Istniej¡ u1, u2 ∈ R \ {0} takie, »e u1 + u2 = 1, u2

1 = u1, u2
2 = u2.

7. Niech n ∈ N oraz n = pα1
1 . . . pαk

k , gdzie αi ∈ N i p1, . . . , pk s¡ liczbami
pierwszymi, które s¡ parami ró»ne. Udowodni¢, »e:

(a) Dla α ∈ N i p pierwszej mamy |Z∗pα | = pα − pα−1,
(b) |Z∗n| = (pα1

1 − pα1−1
1 ) · . . . · (pαk

k − pαk−1
k ).
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