
ALGEBRA 1B, Lista 8

Niech R b¦dzie pier±cieniem i n ∈ N>0.

1. Niech G b¦dzie grup¡. Udowodni¢, »e je±li B jest zbiorem wolnych
generatorów G, to 〈B〉 = G.

2. Niech X, Y b¦d¡ zbiorami. Udowodni¢, »e je±li |X| = |Y |, to FX
∼= FY .

3. Udowodni¢, »e Dn
∼= 〈x, y | x2, yn, xyxy〉.

4. Zaªó»my, »e R jest pier±cieniem Boole'a, czyli »e dla ka»dego r ∈ R
mamy r2 = r.

(a) Udowodni¢, »e dla ka»dego r ∈ R mamy r + r = 0.
(b) Dla dowolnego zbioru X znale¹¢ struktur¦ pier±cienia Boole'a na

zbiorze wszystkich podzbiorów X.

5. Znale¹¢ monomor�zmy R → End(R, +) oraz R∗ → Aut(R, +).

6. Udowodni¢, »e RJXK z dziaªaniami podanymi na wykªadzie jest pier±-
cieniem przemiennym z 1.

7. Niech F =
∑

aiX
i ∈ RJXK. Udowodni¢, »e F ∈ RJXK∗ wtedy i tylko

wtedy, gdy a0 ∈ R∗.

8. Udowodni¢, »e R[X] jest podpier±cieniem RJXK.
9. Niech R b¦dzie dziedzin¡ i P = a0 + a1X + . . . + anXn ∈ R[X].

Udowodni¢, »e P ∈ R[X]∗ wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = . . . = an = 0
i a0 ∈ R∗.

10. Znale¹¢ R oraz a ∈ R \ {0} takie, »e 1 + aX ∈ R[X]∗.

11. Niech f : R → S b¦dzie homomor�zmem pier±cieni przemiennych z 1
i zaªó»my, »e S jest dziedzin¡. Udowodni¢, »e je±li istnieje r ∈ R taki,
»e f(r) 6= 0, to f(1R) = 1S .

12. Udowodni¢, »e (r1, . . . , rn) = r1R + . . . + rnR.

13* Niech
H := 〈

[
1 2
0 1

]
,

[
1 0
2 1

]
〉 6 GL2(R).

Udowodni¢, »e grupa H jest wolna.
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