
ALGEBRA 1B, Lista 9

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z 1.

1. Niech I P R oraz
√

I := {a ∈ R : (∃n ∈ N)(an ∈ I)}.

Udowodni¢, »e
√

I P R.

2. Niech f : R → S b¦dzie homomor�zmem pier±cieni przemiennych z 1,
I P R, J P S. Udowodni¢, »e:

• f−1(J) P R.
• Je±li f jest epimor�zmem, to f(I) P S.
• Poda¢ przykªad f, I takich, »e f(I) R S.

3. Udowodni¢, »e je±li R jest sko«czony, to R jest ciaªem wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest dziedzin¡.

4. Poda¢ przykªad ciaªa, które ma 4 elementy.

5. Znale¹¢ f ∈ Q[X] taki, »e (f) = (X2 − 1, X3 + 1).

6. Udowodni¢, »e ideaª (2, X) P Z[X] nie jest gªówny.

7. Udowodni¢, »e pier±cie« Z[
√

2] jest euklidesowy.

8. Niech φ : R → S b¦dzie epimor�zmem pier±cieni, gdzie R jest noetherowski.
Udowodni¢, »e S jest te» noetherowski.

9. Znale¹¢ podpier±cie« R ⊆ Z[X] taki, »e R nie jest noetherowski.

10. Niech d ∈ C \Z i d2 ∈ Z. Rozwa»my funkcj¦:

v : Z[d] → Z, v(n + md) = n2 −m2d2.

Udowodni¢, »e dla ka»dych α, β ∈ Z[d]:

(a) v(αβ) = v(α)v(β).
(b) α ∈ Z[d]∗ wtedy i tylko wtedy, gdy v(α) ∈ {−1, 1}.
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