ALGEBRA 1B, Lista 11

Niech R bedzie piericieniem przemiennym z 1 i K bedzie ciatem.

1. Udowodni¢, ze 3 jest rozktadalny i ze 5 jest nierozktadalny w Z[v/—2].

2. Zbada¢, czy dana liczba jest elementem rozktadalnym pierscienia R.

(a) 7+ +v-5, 2+ 3v=5,5+4V-5; R =Z[V/-5],
(b) —1+7i, 5,23, 1+ 6i; R = Z[i].

3. Wyznaczy¢ z doktadnodcia do stowarzyszenia wszytkie elementy nierozktadalne
w K[X].

4. Udowodni¢, ze pierécien K[X?2, X3] nie jest UFD.

5. Niech R bedzie UFD i a,b € R. Udowodni¢, ze ideat (a) N (b) jest
gtowny.

6. Dla kazdej liczby pierwszej p, utozsamiamy Z,) z podpierscieniem Q.

Udowodni¢, ze:
N Zy =2
p-pierwsza

7. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza. Udowodni¢, ze nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

(a) p jest elementem rozktadalnym Z[i],
(b) p jest suma dwoch kwadratow liczb catkowitych,
(¢) p przystaje do 1 modulo 4.

8. Wykazaé, ze sposrod liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele:

(a) elementow nierozkladalnych Z[i],
(b) elementow rozktadalnych Z[i].

9. Niech f,g € K[X] gdzie f = Y a;X". Definiujemy f o g jako > a;g’.
Udowodnié¢, ze:

(a) Funkcja ¥, : K[X] = K[X], ¥4(h) = hog jest homomorfizmem.
(b) Zbior wielomianow {f € K[X] | deg(f) = 1} jest zamkniety na
dziatanie o i wraz tym dzialaniem jest grupa, ktoéra jest izomor-
ficzma z K*x (K, +), gdzie K* dziata na (K, +) poprzez mnozenie.

(c) Jesli deg(g) = 1, to f jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy,
gdy f o g jest nierozkladalny.

10. Udowodnié¢, ze XP~1 4+ XP~2 4 ... 4 X +1 € Q[X] jest nierozktadalny,
gdzie p jest liczba pierwsza.



