
ALGEBRA 1B, Lista 12

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z 1 i K b¦dzie ciaªem.

1. Udowodni¢, »e 3 jest rozkªadalny i »e 5 jest nierozkªadalny w Z[
√
−2].

2. Zbada¢, czy dana liczba jest elementem rozkªadalnym pier±cienia R.

(a) 7 +
√
−5, 2 + 3

√
−5, 5 + 4

√
−5; R = Z[

√
−5],

(b) −1 + 7i, 5, 23, 1 + 6i; R = Z[i].

3. Wyznaczy¢ z dokªadno±ci¡ do stowarzyszenia wszytkie elementy nierozkªadalne

w KJXK.

4. Udowodni¢, »e pier±cie« K[X2, X3] nie jest UFD.

5. Niech R b¦dzie UFD i a, b ∈ R. Udowodni¢, »e ideaª (a) ∩ (b) jest

gªówny.

6. Dla ka»dej liczby pierwszej p, uto»samiamy Z(p) z podpier±cieniem Q.

Udowodni¢, »e: ⋂
p-pierwsza

Z(p) = Z.

7. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki

s¡ równowa»ne:

(a) p jest elementem rozkªadalnym Z[i],

(b) p jest sum¡ dwóch kwadratów liczb caªkowitych,

(c) p przystaje do 1 modulo 4.

8. Wykaza¢, »e spo±ród liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele:

(a) elementów nierozkªadalnych Z[i],

(b) elementów rozkªadalnych Z[i].

9. Niech f, g ∈ K[X] gdzie f =
∑

aiX
i. De�niujemy f ◦ g jako

∑
aig

i.

Udowodni¢, »e:

(a) Funkcja Ψg : K[X]→ K[X], Ψg(h) = h◦ g jest homomor�zmem.

(b) Zbiór wielomianów {f ∈ K[X] | deg(f) = 1} jest zamkni¦ty na

dziaªanie ◦ i wraz tym dziaªaniem jest grup¡, która jest izomor-

�czna zK∗n(K,+), gdzieK∗ dziaªa na (K,+) poprzez mno»enie.

(c) Je±li deg(g) = 1, to f jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy,

gdy f ◦ g jest nierozkªadalny.
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