ALGEBRA 1B, Lista 13

Niech R, S beda pierscieniami przemiennymi z 1 i K bedzie cialem.

1. Zalozmy, ze R jest UFD i niech f,¢g € R[X]. Udowodni¢, ze jesli
cont(f) =1 = cont(g), to cont(fg) = 1.

2. Udowodni¢, ze XP~!1 + XP=2 4 ... 4+ X +1 € Q[X] jest nierozkladalny,
gdzie p jest liczba pierwsza.

3. Zmalez¢ NWD 1 NWW dla:

(a) X4 - X, X6— X wC[X],
(b) X*— X, X6 — X w C[X],
(c) 4—2i, 13+i w Z]i],

(d) 13, 12+ 5i w Z[i],

X
X

4. Niech
R:={ap+2:1 X +...+2a, X" € Z|X] | ap,a1,...,an € Z; n € N}.
Udowodni¢, ze:

(a) R jest podpierscieniem Z[X];
(b) ideal (2X) N (2X?) nie jest gtéwny w R;
(c) elementy 2X i 2X? nie maja NWW w R.

5. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:
(a) Istnieja Ry, Ro niezerowe pierscienie z 1 takie, ze R = Ry X Ro.
(b) Istnieja u1,us € R\ {0} takie, ze uy +ug = 1, u? = uy, u2 = us.
(c) Istnieje u € R\ {0, 1}, ktory jest idempotentem, to znaczy u? = u.
6. Udowodni¢, ze (R x S)* = R* x S*.

7. Niech n € N oraz n = p{* ...p}*, gdzie a; € Nipy,...,py sa liczbami
pierwszymi, ktoére sa parami rozne. Udowodnié, ze:

(a) Dla a € N i p pierwszej mamy |Zya| = p® — p~ L
~1 ~1
(b) |Z3] = (7" = P71 ) - (B — 1)

8. Udowodni¢, ze Q[X,Y]/(XY) 2 Q[X,Y]/(X) x Q[X,Y]/(Y).



