
ALGEBRA 1B, Lista 13

Niech R i S b¦dzie pier±cieniami przemiennymi z 1 i K b¦dzie ciaªem.

1. Dla ka»dej liczby pierwszej p, uto»samiamy Z(p) z podpier±cieniem Q.

Udowodni¢, »e: ⋂
p-pierwsza

Z(p) = Z.

2. Zaªó»my, »e R jest UFD i niech f, g ∈ R[X]. Udowodni¢, »e je±li

cont(f) = 1 = cont(g), to cont(fg) = 1.

3. Udowodni¢, »e Xp−1+Xp−2+ · · ·+X +1 ∈ Q[X] jest nierozkªadalny,
gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.

4. Znale¹¢ NWD i NWW dla:

(a) X4 −X, X6 −X w C[X],

(b) X4 −X, X6 −X w CJXK,
(c) 4− 2i, 13 + i w Z[i],

(d) 13, 12 + 5i w Z[i],

5. Niech

R := {a0 + 2a1X + . . .+ 2anX
n ∈ Z[X] | a0, a1, . . . , an ∈ Z; n ∈ N}.

Udowodni¢, »e:

(a) R jest podpier±cieniem Z[X];

(b) ideaª (2X) ∩ (2X2) nie jest gªówny w R;

(c) elementy 2X i 2X2 nie maj¡ NWW w R.

6. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) Istniej¡ R1, R2 niezerowe pier±cienie z 1 takie, »e R ∼= R1 ×R2.

(b) Istniej¡ u1, u2 ∈ R \ {0} takie, »e u1 + u2 = 1, u21 = u1, u
2
2 = u2.

(c) Istnieje u ∈ R\{0, 1}, który jest idempotentem, to znaczy u2 = u.

7. Udowodni¢, »e (R× S)∗ = R∗ × S∗ (równo±¢ podzbiorów R× S).

8. Niech n ∈ N oraz n = pα1
1 . . . pαkk , gdzie αi ∈ N i p1, . . . , pk s¡ liczbami

pierwszymi, które s¡ parami ró»ne. Udowodni¢, »e:

(a) Dla α ∈ N i p pierwszej mamy |Z∗
pα | = pα − pα−1,

(b) |Z∗
n| = (pα1

1 − p
α1−1
1 ) · . . . · (pαkk − p

αk−1
k ).

9. Udowodni¢, »e Q[X,Y ]/(XY ) � Q[X,Y ]/(X)×Q[X,Y ]/(Y ).
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