ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKEAD 1

Kategorie

Definicja Kategoria C sktada sie z:

e Klasy Ob(C), elementy ktérej zwa, sie obiektami C.

e Zbioréw Hom(X,Y') dla kazdych X,Y € Ob(C), elementy ktérych zwa
sie morfizmami pomiedzy X i Y.

e Funkcji
o:Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) - Hom(Y, Z) VX,Y,Z € Ob(C)
zwanych funkcjami sktadania morfizméw.

takich, ze VX,Y, Z,T € Ob(C):

1. (X,Y)#(Z,T) = Hom(X,Y)NHom(Z,T) =0.

2. Jidx € Hom(X, X) taki, ze Vf € Hom(X,Y) Vg € Hom(Z, X)
foidx = f, idxog=g.

3. Vf € Hom(X,Y), Vg € Hom(Y, Z), Yh € Hom(Z, T)
(hog)of=ho(gof).

Konwencje

e Ob(C) oznacza sie przez C.

Zamiast f € Hom(X,Y) piszesie f: X — Y.

Zamiast g o f pisze sie gf.
Zamiast Hom(X,Y') pisze sie Hom¢(X,Y), C(X,Y), [X,Y],[X,Y]c.

Przyklady i Oznaczenia



10.

. Set

Ob(Set) to (wszystkie) zbiory, dla X,Y € Set, Hom(X,Y) = XV
(funkcjez X do Y).

Top, Top,

Ob(Top) to przestrzenie topologiczne, morfizmy to funkcje ciagle.
Ob(Top, ) to przestrzenie topologiczne z punktem wyréznionym, mor-
fizmy to funkcje ciggle zachowujace punkty wyrdznione.

Toph, Toph,

Ob(Toph) = Ob(Top), morfizmy to klasy homotopii funkcji ciagltych
(Zadanie 1).

Ob(Toph,) = Ob(Top,), morfizmy to klasy homotopii funkcji cia-
gltych zachowujacych punkty wyréznione, homotopie tez zachowuja
punkty wyrdznione.

. Diff
Ob(Diff) to gtadkie rozmaitosci, morfizmy to funkcje gladkie.
An
Ob(An) to rozmaitosci zespolone, morfizmy to funkcje holomorficzne.
AfVar K

Ob(AfVarg) to rozmaitosci afiniczne nad algebraicznie domknietym
ciatem K (czyli zbiory domkniete Zariskiego w K™ dla réznych n),
morfizmy to obciecia funkcji wymiernych (réwnowaznie wielomiano-
wych).

Modg, gdzie R jest pier§cieniem

Ob(Modpg) to (prawe) R-moduly , morfizmy to homomorfizmy R-
modutéw.

Mody oznaczamy przez Ab (grupy abelowe), Modg przez Vectg
(przestrzenie liniowe nad K) gdy K jest ciatem.

Algp, gdzie R jest pierScieniem przemiennym
Ob(Algpr) to R-algebry, morfizmy to homomorfizmy R-algebr.

Grp
Ob(Grp) to grupy, morfizmy to homomorfizmy grup.

Top(X) (gdzie X jest przestrzenia topologiczna)
Ob(Top(X)) = OPEN(X) — zbiory otwarte w X, morfizmy to inkluzje
(Zadanie 2).



11.

Def(M) (gdzie M jest struktura)
Ob(Def(M)) = to zbiory definiowalne w M" (rézne n), morfizmy to
funkcje definiowalne.

Kolejne definicje
Niech C i D beda kategoriami.

C jest mata gdy Ob(C) jest zbiorem (tylko 6., 10. i 11. sa male).

C x D, produkt kategorii C,D
Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D) i morfizmy to pary morfizméw (Zad. 2).

C°P. kategoria przeciwna do C
Ob(C°?) = Ob(C), V X,Y € C, Homcop(X,Y) = Home (Y, X) (Zad. 2).

Morfizm f : X — Y jest izomorfizmem, gdy istnieje g : Y — X taki,
ze: gf =idy, fg=idy.
Iso(C), szkielet kategorii C

Ob(Iso(C)) to klasy izomorfizmu obiektéw C, morfizmy to tez odpo-
wiednie klasy (Zad. 2).

Kategorie C nazywamy szkieletowo matq, gdy Iso(C) jest mata. Kate-
gorie skoriczonych (lub ograniczonej mocy) przestrzeni topologicznych,
rozmaitosci rézniczkowych itp. nie sa male, ale sg szkieletowe mate.

Kategoria C jest podkategorig kategorii D, gdy Ob(C) jest podklasa
Ob(D) i dla kazdych X,Y € C, Hom¢(X,Y) C Homp(X,Y).

Podkategoria C jest podkategoria petng kategorii D, gdy dla kazdych
X,Y € C, Hom¢(X,Y) = Homp(X,Y).

Przyklady

Ab to pelna podkategoria Grp.
AfVarg to podkategoria Def(K). Nie jest ona pelna.
Top nie jest podkategoria Set.

Niech Rel bedzie kategoria, taka ze Ob(Rel) = Ob(Set) i morfizmy
to relacje. Set jest podkategorig Rel i nie jest ona pelna.

Niech U bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni topologicznej X.
Wtedy Top(U) jest pelna podkategoria Top(X).



Definicja obiektéw poczatkowych i konicowych

Niech C bedzie kategoria. X € C jest obiektem poczgtkowym w C, gdy dla
kazdego Y € C, |Hom(X,Y')| = 1. Definicja obiektu koricowego jest dualna,
tzn. obiekt konicowy w C, to obiekt poczatkowy w C°P, tzn. | Hom(Y, X)| = 1.

() jest obiektem poczatkowym w Set, dowolny zbiér jednopunktowy jest
obiektem koncowym w Set.

Funktory

Definicja
Funktor (kowariantny) F z kategorii C w kategorie D (oznaczenie F' : C — D)
sklada sie z:

e Przyporzadkowania
C>X—FX)eD

e Dla kazdych X,Y € C funkcji
Home(X,Y) 3 f = F(f) € Homp(F(X), F(Y)),
takich ze F(fg) = F(f)F(g) (dla odpowiednich f,g).

Funktor kontrawariantny F (oznaczenie F : C°P — D), to funktor z kategorii
przeciwnej do C w D, tzn F(fg) = F(g9)F(f) (dla odpowiednich f, g).

Przyklady

1. Cat to kategoria malych kategorii, morfizmy to funktory (mozna je
sktadaé).

2. Funktory zapominania

An — Diff — Top — Set
AfVarg — Top (Topologia Zariskiego)
AfVarc — Top (Topologia Euklidesowa)
Méwimy np., ze rozmaito$c¢ gtadka X jest rozmaitoScig zespolong, gdy
X jest izomorficzna F(Y') dla pewnej rozmaitosci zespolonej Y i funk-
tora zapominania F' : An — Diff.

Kategorie C nazywamy (nieformalnie na razie) konkretng, gdy istnieje
funktor zapominania C — Set.



3. Funktory reprezentowalne.

Dla kazdej kategorii C mamy funktor
Hom : C°°? x C — Set.
Dla kazdego X € C mamy dwa funktory:
hx :C — Set, hx(Y)=Hom(X,Y)
RX : C°? — Set, h*(Y) = Hom(Y,X)
oba funktory na morfizmach dzialajg przez sktadanie.

Niech F' : Top — Toph, F, : Top, — Toph,. Wtedy dla kazdego n
naturalnego mamy

7y, : Top, — Set, m, = hgn o F}

funktor n-tej grupy podstawowej (S™ jest sfera n-wymiarowa). PoZniej
sie okaze, ze 71 : Top, — Grp idlan > 1, 7, : Top, — Ab.

Dla algebraicznie domknietego ciata K mamy funktor:
RE . (AfVarg)® — Alg,, h'(V) = Homasvar, (V; K)
hE (V) oznacza si¢ przez K[V (piericiett funkcji regularnych).
4. Presnopy

Dla przestrzeni topologicznej X i kategorii C, funktor
F:Top(X)® = C

nazywamy presnopem na X obiektow C.

Np. jesli C = Ab, to jest to presnop grup abelowych, jesli C = Alg,,
to jest to presnop K-algebr. Dla tego typu presnopéw do definicji do-
daje sie warunek F(()) = 0.

Niech U C V bedzie para zbioréw otwartych w X i F presnopem.
Elementy F(U) zwa sie cieciami F nad U. Dla s € F(V') warto$¢ mor-
fizmu F(V) — F(U) na s oznacza si¢ s|y 1 méwi o obcieciu s do U.

Presnop F' nazywamy snopem, gdy dla kazdego U € Top(X) i kazde-
go pokrycia U = {J;cr Us wraz z wyborem s; € F(U;) takim, ze dla
kazdych i,j € I, s;|U;; = s;|Uy;, istnieje jedyny s € F(U) taki, ze dla
wszystkich i € I, s|U; = s,

Przyktady snopéw



Definicje

Dla X € An mamy O%, snop (C-algebr) funkcji holomorficznych
(w C).

Dla X € Diff mamy C%, snop (R-algebr) funkcji gtadkich (w R)
Dla X € Top mamy Cx, snop (R-algebr) funkcji ciaggtych (w R)
Dla X € AnfVarg mamy Ox, snop (K-algebr) strukturalny: dla
U C X otwartego w U, Ox(U) to zbiér funkcji wymiernych w K
wszedzie okreslonych na U.

Dla X € Topi A € Ab mamy Ax, snop staly: Dla kazdego
zbioru otwartego U, Ax(U) = A i funkcje obciecia s stale.

Dla struktuktury M mamy S, presnop (przestrzeni topologicz-
nych) typéw zupelnych na M (M z topologia dyskretna).

Dla A C M, S(A) to typy zupelne nad A; funkcje obciecia, to
obciecia typéw do mniejszych zbioréw parametréw.

Niech F : C — D bedzie funktorem.

F jest wierny, gdy jest ”1-1” na zbiorach morfizméw.
F jest petny, gdy jest "na” na zbiorach morfizméw.
F jest wiernie petny, gdy jest wierny i pelny.

Kategoria konkretna to para (C,F), gdzie F' jest wiernym funktorem
w Set.

Przyklady

1.

Funktor wlozenia podkategorii jest funktorem wiernym. Funktor wto-
zenia pelnej podkategorii jest funktorem wiernie pelnym.

. Funktor F': Top — Toph nie jest wierny, ale jest pelny.

Funktor h¥ : (AfVarg)°? — Alg, pierscienia funkcji regularnych
jest wiernie pelny.

Funktory zapominania An — Diff — Top — Set (i inne) sg wierne
ale nie s pelne.



