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Kohomologie grup

Jesli R jest pierScieniem przemiennym z 1 i G grupa, to RG (pierScien grupo-
wy) jako grupa addytywna jest izomorficzna z R-modutem wolnym, ktérego
baza jest G a mnozenie w RG rozszerza mnozenie grupowe.

RG jest przemienny wtedy i tylko wtedy, gdy G jest przemienna.

A jest G-modutem, gdy jest lewym ZG-modultem, czyli A jest grupa abelo-
wa, na ktérej G dziala z lewej poprzez automorfizmy.

Kategoria lewych modutéw nad dowolnym piersScieniem jest kategorig abe-
lowa.

Dla A, B - G-modutéw, Homg (A, B) oznacza zbiér homomorfizméw pomie-
dzy A i B traktowanych jako lewe ZG-moduly. Podobnie indeks G pojawia
sie w innych kontekstach.

Jesli Z potraktujemy jako trywialny G-modut i A jest dowolnym G-modultem
to definiujemy

H,(G,A) := Tor%(Z,A) = L, (- @26 A)(Z)
H™(G, A) := Ext%(Z, A) = R, (h")(Z).
Zobaczmy najpierw czym sa zerowe (ko)homologie.
Hy(G,A) 2ZQzgA=A/{a—gala € A,g € G} =: Ag,

H%(G, A) = Homg(Z, A) = {a € A|(Vg € G)ga = a} =: A°.

A% to niezmienniki A wzgledem G, Ag to koniezmienniki.
Aby policzy¢ wyzsze (ko)homologie grupy G, potrzebujemy projektywnej
G-rezolwenty Z.

Uwaga

Gdy A jest wolng grupa abelowa o bazie X, jesli G dziala w sposéb wolny
na X (tzn. dla dowolnego g € G, jesli istnieje x € X taki, ze gz = z, to
g = 1), to A staje sie wolnym G-modulem.

Przyklady wolnych G-rezolwent Z

1. Przyktad topologiczny (szkic)
Najpierw przypomne definicje homologii singularnych przestrzeni to-
pologiczne;j.



Niech A,, bedzie standardowym sympleksem n-wymiarowym w R?*!
(tzn. A, = {(z0,...2,)|0 < z; < 1, Y x; = 1} — uwypuklenie ba-
zy standardowej w R"*1) i X bedzie przestrzenia topologiczng. Defi-
niujemy C,,(X), n-tq grupe tancuchdw singularnych jako wolng grupe
abelowg o bazie Hommep (A, X).

Dla kazdego n i % = 0,...n mamy funkcje ciagla zanurzenia na i-t3
Sciane

Oin:An—1 = Ay 0in(Zo,---Tn—1) = (T0,---,2i—1,0, 4, ..., 2p).

Definiujemy rézniczke

n

On 2 Cn(X) = Cn1(X),  0a(f)(2) = D (=1)'f(din(2))-

i=0
Wtedy C.(X) jest kompleksem tanicuchéw i dla grupy abelowej A,
H,(X,A) := H,(C,(X)®z A), H"(X,A):= H"(Homgz(C.(X), A)).
Jesli X jest $ciagalna (tzn. X = x w Toph), to dla kazdego n,
Hy(X) = Hy(), czyli Ho(X) =2, Hso(X) = 0.

Stad dla X Sciggalnego mamy wolng rezolwente grupy abelowej Z

L2 ox) 2 (X)) 2 z — 0,

gdzie dy jest homomorfizmem w coker(d;) = Ho(X) = Z.

Zalézmy teraz, ze X jest Sciggalna i G dziala w sposéb wolny na
X (poprzez homeomorfizmy). Wtedy G dziala w sposéb wolny na
Hompop(Ay, X) 1 Cp(X) staje si¢ wolnym G-modutem.

Réwniez 6, jest G-homomorfizmem, czyli C,(X) — Z staje sie wolng
G-rezolwenta Z.

Niech X = K(G,1) bedzie przestrzeniag Eilenberga — Mac Lane’a, tzn.
7T1(X) = G, 7T>1(X) = 0,

i X jest uniwersalng przestrzenia nakrywajaca X (tzn. X jest jedno-
spéjna (w tym przypadku $ciagalna) i mamy nakrycie w: X — X).
Wtedy G dziala w sposéb wolny na X i X /G jest homeomorficzna z
X. Stad dla dowolnego trywialnego G-modutu A mamy

Cr(X) ®2zg A= Cr(X)® A, Homg(Cr(X),A) = Homgz(Cp(X), A).



Dostajemy

H,(G,A) = H,(K(G,1),A), H"(G,A) = H"(K(G,1),A).

. Rezolwenta standardowa (bar-rezolwenta)
Definiujemy F,, jako wolny Z-modut ktérego baza jest G*t! i G dziala
na (bazie) F,, po wspélrzednych

9(90,--->9n) = (990, - - - 9Gn)-

Wtedy F,, jest wolnym G-modulem o bazie

{(L,g15--,9)l(g1---,90) € G"}.

Dla ¢ =0,...,n definiujemy =; , : F;, — F, 1, tak ze na Z-bazie m;,
jest okreslone jako rzutowanie na wszystkie osie poza i-tg. Wtedy m; ,,
jest G-homomorfizmem i poprzez funkcje

n
on:Fpy = Fo1, Sp=>) (—1)'mipn
=0

dostajemy kompleks taricuchéw, ktéry jest wolng G-rezolwenta Z (éwi-
czenie) zwang rezolwentq standardowg.

Utozsamimy teraz G-baze Fj, z G" w inny sposéb

G">(91,---,9n) = (1,01,9192,-- -, 192 - - - gn) =1 [91]92] - - - |9n] € Fr.

Dostajemy wzor na 6,

n—1

Snlgl .- - lgn] = gilgel - - - lgn]+D_ (=1)'[g1] .- - lgi-1lgigi+1lgival - - - [gn]+(=1)"[g1] - - - |gn-1].
=1

Niech teraz A bedzie dowolnym G-modulem i
C"(G, A) := Homg(Fy, A).

Wtedy H"(G, A) = H™(C*(G, A))).
Poniewaz F), jest wolnym G-modulem o bazie G™ mamy izomorfizm
grup abelowych

Homg(Fy, A) = Homget (G", A), F — f:=F|gn.



Zinterpretujemy teraz rézniczke 6" : C" (G, A) — C™(G, A)

6"(f)(g15---19n) = F(Onlgr]---lgn]) =

n—1
= F(gilg2] .- lgn]+ D (=1)'[g1] - - - lgi-11gigis1lgival - - - |gn] +(=1)"[g1] - - - [gn—1]) =
=1
n—1
g1 F (g2l - lga))+D_ (1) F((g1] .- - [gi-1lgigit1giv2l - - - |gn)+(=1)"F([gu] . . - |gn—1))
=1
n—1
= glf(.qQa s agn)_‘_Z(_]‘)Zf(gla <3 9i-1,9i9i+1, i+25 - - - agn)—i_(_l)nf(gl’ .- agn—l)'
=1

Napiszemy otrzymang réwnosé jawnie dla n = 1,2, 3.
0r : CO(GaA) - Cl(GaA)a 51(0’)(9) = gfa(l) - fa(l) = ga — a.
82 : C1(G, A) = C*(G, 4), 8:(f)(g,h) = gf (h) — f(gh) + f ().
83 : C*(G, A) = C*(G, A), 8(f)(g,h,k) = gf (b, k)~ f(gh, k)+f (g, hk)— [ (h, k).
Niech
B"(G, A) = im(6") — n-brzegi, Z"(G,A) = ker(6"™) - n-cykle
Czyli H"(G,A) = Z"(G,A)/B"(G, A).
7 powyzszego opisu dostajemy

CHG,A) ={f : G = A|(Vg,h € G)f(gh) = gf (h) + f ()}

Funkcje j.w. nazywaja sie rdzniczkowaniami (jeSli A rozumiemy tez
jako trywialny prawy ZG-modul, to dostajemy regule Leibniza) lub
sko$nymi homomorfizmami.

CQ(G’A) = {f : G2 - A|(Vgahak € G)gf(h’k)_f(ghak)—l_f(ga hk)_f(h” k) = O}

. Rezolwenta skoriczonej grupy cykliczne;.

Niech ¢ oznacza generator G = Z.

Mamy ZG = Z[z]/(z™ — 1).

Niech N:=1+t+---+t" ! € ZG.

Wtedy dostajemy wolng rezolwente (¢wiczenie).
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Zinterpretujemy teraz kohomologie grup wymiaréw 1 i 2.

Rozszerzenie grupy A przez grupe G (lub, np. Brown ”Kohomologie grup”,
G przez A) to diagram

1 y A —— E "5 @ » 1,

gdzie 7 jest “1-17, im(i) = ker(j), j jest “na”.
Roéwnowazno$¢ rozszerzen grup definiujemy jak dla rozszerzen R-modutéw.
Jesli A jest abelowa, to F dziala na A poprzez sprzezenia. A dziala na sobie
trywialnie, czyli dostajemy dzialanie G na A i A staje sie G-modulem.
Jesli A jest G-modulem, to definiujemy produkt potprosty A x G jako zbior
A x G z dzialaniem

(a,9)(b,h) = (a + gb, gh).

Dostajemy rozszerzenie A przez G i struktura G-modulu na A otrzymana
poprzez to rozszerzenie pokrywa sie z wyjsciowa:

(a,9)(b,1)(a,9) " = (a+gb,9)(—g ‘a,g ") = (a+gb+g(—g 'a),1) = (gb,1).

Twierdzenie
Ustalmy rozszerzenie

() 1 y A —H» E "5 @

~
[y

~

Nastepujace warunki sa réwnowazne.
1. Istnieje homomorfizm s : G — F taki, ze ws = idg.
2. Isnieje G < G, taka ze Tla: G=G,E=i(A)Gii(A)NG=1.

3. Rozszerzenie (x) jest réwnowazne rozszerzeniu produktu pélprostego
wzgledem dziatanie G na A pochodzacego z rozszerzenia (x).

Przyjrzyjmy sie teraz mozliwym rozszczepieniom s : G — A X G.
Funkcja s musi mie¢ postaé s(g) = (d(g),g) dla pewnego d : G — A.
Dla g,h € G mamy

(d(gh),gh) = s(gh) = s(g)s(h) = (d(g),9)(d(h),h) = (d(g) + gd(h), gh),

stad d(gh) = d(g) + gd(h), czyli d jest réiniczkowaniem i d € Z!(G, A).
Rozszczepienia s1, s9 : G — E 83 A-rdwnowazne, gdy istnieje a € A taki, ze
dla kazdego g € G, s1(g9) = i(a)s2(g)i(a) L. Latwo udowodnié (éwiczenie):



Twierdzenie
H!(G, A) odpowiada klasom A-réwnowaznych rozszczepieri rozszerzenia

10 A>3 AxG— 1.

Wezmy teraz dowolng funkcje s : G — FE taka, ze ws = idg 1 s(1) = 1. Jesli
s jest homomorfizmem, to rozszerzenie sie rozszczepia. Jesli nie, to s wciaz
zadaje bijekcje A x G z E: (a,g) — i(a)s(g).

Najpierw znajdziemy funkcje, ktéra “mierzy odlegtoéc” s od homomorfizmu.
Dla dowolnych g,h € G, mamy 7(s(g)s(h)) = 7(s(gh)), czyli mamy funkcje

F:G* = A, s(g)s(h) =i(f(g,h))s(gh)-
Teraz znajdziemy wzér na dziatanie grupowe z F na A x G.
(a,9) (b, h) = i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a)(s(9)i(b)s(g)")s(g)s(h) = i(a)i(gb)s(g)s(h)
= i(a+gb)i(f(g,h))s(gh) = i(a+gb+ f(g,h))s(gh) — (a+gb+ f(g,h),gh).
Czyli dostajemy wzor
(a,9)(b,h) = (a+ gb+ f(g,h), gh).

Lacznosé dziatania tak zdefiniowanego jest réwnowazna temu, ze f € C?(G, A)
i do$¢ tatwo mozna pokazaé:

Twierdzenie
Klasy réwnowaznych rozszerzen A przez G z zadanym dzialaniem G na A
sa w bijekcji z H%(G, A).



