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Pewne proste zastosowania kohomologii grup

Uwaga

Gdy méwimy o G-modutach (zawsze lewych!), to pojecie Z-modutu moze
by¢ mylace — znaczenie moze by¢ klasyczne, tzn. Z-modul, to grupa abelowa
Iub jesli Z rozumiemy jako grupe, to Z-modul mozna by rozumieé tez jako
ZZ-modul. Zawsze jednak bedziemy mieli na mysli klasyczne znaczenie, tzn.
Z-modul jest po prostu grupa abelowa czyli w terminach G-moduléw jest
{1}-modutem.

Lemat
Niech A i B beda G-modutami, gdzie G jest grupa skoniczong. Wtedy:

1. Jedli
o= Z g € 7.3,

geG

to dla kazdego a € A, mamy aa € AC.

2. Homgy(A, B) jest G-modutem z dzialaniem

(9f)(a) = gf(g7'a) i Homgz(A,B)¢ = Homg(4, B).

Dowéd
1. wynika z tego, ze dla kazdego g € G mamy ga = «, a 2. jest oczywiste. [J

Twierdzenie

Jesli G jest grupa skoniczong rzedu n i A jest G-modutem, to mnozenie przez
n jest funkcja zerowa na H"(G,A) dlan > 1.

W szczegdlnosci jesli A jest skonczony, rzedu wzglednie pierwszego z n, to
H"(G,A) =0dlan > 1.

Dowéd

Wezmy wolnag, G-rezolwente Z

o= 5 Fy—>7Z — 0.

Wtedy jest to réwniez wolna rezolwenta w kategorii Z-moduléw (bo grupa
addytywna ZG jest wolnym Z-modutem), czyli jest to wolna {1}-rezolwenta.



Rozwazmy nastepujacy diagram przemienny komplekséw

0 —— Hom(;(A Fo) E— Hom(;(A Fl)

! ! !

0O —— HomZ(A, F()) E— HomZ(A,Fl) c
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gdzie « jest jak w lemacie stad faktycznie obrazem mnozenia przez o sg
G-homomorfizmy.
Kohomologie pierwszego i trzeciego kompleksu daja kohomologie G o wspot-
czynnikach w A, a kohomologie drugiego kompleksu daja kohomologie grupy
trywialnej o wspélczynnikach w A.
Zinterpretujemy teraz zlozenie dwéch pionowych strzatek z diagramu jako
funkcje

¢ : Homg(A4, F,,) - Homg (A4, F,), n>0.

Dla f € Homg(A4, F,,) i a € A mamy

=Y gf(g ta) =Y f(a) =nf(a) = f(na).

geqG geG

Czyli
H"(¢): H*(G,A) —» H"(G, A)

pokrywa sie z funkcjg na H"(G, A) indukowana przez mnozenie przez n w
A. Poniewaz funktor

H"(G,-) : G—-moduly — G—moduty

jest addytywny, to ta funkcja jest po prostu mnozeniem przez n w H"(G, A).
7 drugiej strony funkcja ta jest zlozeniem pewnych funkcji

H"(G,A) - H"({1},A) — H"(G, A).

Ale H™"({1},A) =0dlan > 1 (bo0 — Z — Z — 0 jest réwniez Z-rezolwenta,
Z), stad mnozenie przez n jest funkcja zerowg na H"(G, A) dlan > 1.

Jesli A jest rzedu skonczonego wzglednie pierwszego z n, to mnozenie przez
n na A jest automorfizmem (z opisu skoniczonych grup abelowych). Stad

indukowana przez to mnozenie funkcja na H™(G, A) jest réwniez automor-
fizmem, czyli H"(G,A) =0dlan > 1. O



Whniosek 1

Zalézmy, ze E jest skoniczona grupa i |E| = mn, gdzie m i n s3 wzglednie
pierwsze. Jesli F zawiera przemienng podgrupe normalng A rzedu n. Wtedy
FE zawiera podgrupe rzedu m i dowolne dwie takie podgrupy sa sprzezone
poprzez automorfizm wewnetrzny pochodzacy od elementu z A.

Dowdéd

Niech G = FE i mamy rozszerzenie

() 0 — A S E Y G — 1.

7 poprzedniego twierdzenia H?(G, A) = 0, stad powyzsze rozszerzenie sie
rozszczepia (z odpowiednio$ci pomiedzy réwnowaznymi klasami rozszerzen
a H?(G, A)) poprzez ¢ : G — E. Stad $#(G) jest podgrupa rzedu m w E.
Jesli H jest inna podgrupa rzedu m w E, to 9|y jest izomorfizmem pomie-
dzy H i G, bo ker(¢|g) = H N A, czyli rzad ker(y|g) dzieli n i m, stad
ker(9|m) jest trywialne.

Niech teraz ¢z := (¥|g) 71, czyli ¢z jest réwniez rozszczepieniem (x).
Korzystajac ponownie z poprzedniego twierdzenie dostajemy H'(G, A) = 0.
Z interpretacji H'(G, A) mamy, ze ¢p i ¢ sa sprzezone poprzez element z
A, tzn. istnieje a € A takie, ze dla kazdego g € G mamy ¢(g) = a ¢ (g)a.
Stad ¢(G) = a~'Ha. O

Uwaga
Whiosek jest réwniez prawdziwy dla dowolnej A (tzn. niekoniecznie prze-
mienne;j).

Wiemy, ze H2(G,-) jest funktorem z kategorii G-moduléw w siebie. Zinter-
pretujemy go teraz na rozszerzeniach G przez A.
Wezmy homomorfizm G-moduléw f: A — A’ i rozszerzenie

00 A—-F—>G—1.

Jesli teraz E' := E x4 A’ jest iloczynem wolnym grup (w jezyku teorii ka-
tegorii E’ jest koproduktem widknistym w kategorii grup) nad A, to mamy
E'/A" = E/A i stad homomorfizm G-moduléw E' — G taki, ze nastepujacy
diagram jest przemienny

0 > A >y K > G >
| ] Jae |
0 s A s B s G s 1



Fatwo udowodnié¢ nastepujacy

Fakt

Obrazem gornego rozszerzenia w diagramie poprzez funkcje indukowang
przez « jest dolne rozszerzenie w diagramie.

Whniosek 2

Niech FE bedzie grupa i C jej centralng podgrupa skonczonego indeksu n.
Wtedy istnieje homomorfizm E — C' taki,ze jego obciecie do C' jest mnoze-
niem przez n.

Dowdd

Niech G = E. Rozwazmy rozszerzenie

(x) 0 » C , E Y5 @ > 1.

7 twierdzenia, mnozenie przez n jest zerowe na H?(G,C), stad mnozenie
przez n na C przenosi rozszerzenie (x) na rozszerzenie trywialne.
7 powyzszego faktu nastepujacy diagram, jest przemienny

> C y F >y G >
ol e ]
0 > C » C x G >y G > 1.

Naszym odwzorowaniem jest zlozenie £ — C' X G z rzutowaniem na C. [J

Whniosek 3

Jesli E jest skornczenie generowana grupa, C jest jej centrum i [E, E] jest
komutantem F, to indeks C jest skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy [F, E]
jest skonczony.

Dowdéd

= Niech [E : C] = n. Z teorii grup jako$ wynika, ze C jest tez skoncze-
nie generowana. Z wniosku 2 mamy homomorfizm £ — C ze skoiiczonym
jadrem (bo n-torsja jest skoriczona dla skonczenie generowanej grupy abe-
lowej). C jest przemienna, stad [G,G] C ker E — C, czyli [E, E] jest skon-
czona.

<= Niech E = (g1,.--,9n). Wtedy C = C(g;), gdzie C(g;) jest centraliza-
torem g;. Stad wystarczy pokazaé, ze indeks kazdego C(g;) jest skoriczony.
Ale E/C(g;) (zbiér warstw) jest w bijekcji z g¥ (klasa sprzezonosci g;) i g¥
wklada sie w [E, E] — skoniczony. O



Whiosek 4

Jesli grupa F zawiera nieskonczong cykliczng, centralna podgrupe skonczo-
nego indeksu C, to F =2 Z x F, gdzie F jest pewna grupa skonczong.
Dowdd

Niech [E : C] = n. Wtedy z wniosku 2 mamy homomorfizm ¢ : F — C taki,
ze ker(¢) N C jest n-torsja w C, stad ker(¢) N C jest trywialne i ker(¢) jest
skoniczone. Stad im(¢) jest nieskoriczony i dostajemy epimorfizm E — Z.
Z jest grupa wolng wiec ten epimorfizm sie rozszczepia.



