ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKEAD 12

Kohomologie snopéw

Zajmiemy sie najpierw odpowiednioscig pomiedzy wigzkami i pewnymi sno-
pami. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng.

Definicja

(rzeczywistq, topologiczng) Wigzkqg (wektorowg) nad X nazywamy funkcje
ciggta m: F — X taka, ze istnieje otwarte pokrycie X = |J;c; U;, istnieje n
i istnieja homeomorfizmy ¢; : 7=1(U;) — U; x R™ takie, ze

1. Nastepujacy diagram jest przemienny

7l (U) —2 Uy xR

| [
idy
U — U
(méwimy, ze wiazka trywializuje sie nad pokryciem (U;)ier)

2. Dla iy,...,4 € I, niech U;,. 4, = U;; N---NU;,. Dla i, j € I, niech
¢ji oznacza nastepujace ztozenie

(¢i|Uij)_1 1
) vy 2, g xR

Uij x R

1T

Wtedy dla kazdego = € U;; mamy ¢ji(z,v) = (z, % (v)) 1 zadamy zeby

g{sz byta liniowa.
Z warunku 2 dostajemy funkcje przejscia
pji : Uij = GLa(R), ¢ji(z) = ¢%;,

ktére sy ciagle (bo jak ustalimy wektor bazy standardowej e;, to funkcja
x — ¢ji(x,e;) jest ciagla) i spelniaja warunek kocyklu

Vi,j,k € I Yz € Ui ¢rj(7)dji(x) = bri().
Fatwo udowodnié¢ nastepujacy

Fakt
Dla kazdego pokrycia otwartego (U;)icr wraz z ukladem funkcji ciaglych
(¢ji : Usj = GLp(R));jer spelniajacych warunek kocyklu, istnieje wigzka



7w : E — X, ktéra trywializuje sie nad pokryciem (U;);cr 1 dla ktérej funkcje
przejscia, to funkcje ¢j;.

Jesli zalozymy, ze X jest rozmaitoscig rézniczkows (zespolona, algebraicz-
na), to dostajemy definicje wiazki gladkiej (zespolonej, algebraicznej) zada-
jac zeby ¢; byly gtadkie (holomorficzne, regularne).

Wtedy dostajemy odpowiednik faktu, musimy tylko dodatkowo zalozyé, ze
funkcje ¢;; sa gladkie (holomorficzne, regularne).

Przyklady

1. Wiazka trywialna F = X x R", 7 jest rzutowaniem, funkcje przejscia
to jedna stalg funkcja w macierz identycznoSciows.

2. Niech X bedzie rozmaitoécia gtadka. Wtedy istnieje pokrycie X =
Uier Ui i homeomorfizmy o; : U; — R, takie ze dla 7,5 € I zlozenie
Qg4

(aily;;)~" ajlu;;
Oéi(U,'j) ] Uij #) ozj(Ui-) .
jest gtadkie.
Definiujemy

bji : Uyj = GLg(R), ji(x) = ofj;(i(z)).

Wtedy ¢;; jest gladka (bo «a;; byla gtadka) i warunek kocyklu odpo-
wiada twierdzeniu o pochodnej funkcji ztozonej.
Stad dostajemy wiazke gladka, jest to wigzka styczna.

Wezmy teraz wiazke topologiczng 7 : £ — X. Stowarzyszymy z nig snop
(na razie grup abelowych) £. Dla U C X otwartego definiujemy

EWU):={s:U — 7 (U) | s jest ciagla i ms = idy}.

Czyli jesli dla C C X oznaczymy 7 '(C) przez Ec (dla z € X, piszemy
E;), to s:U — Ey idla kazdego z € U mamy s(z) € E,.

Zauwazmy, ze kazdy E, ma strukture przestrzeni liniowej zadang przez ¢;
dla z € U;. Z warunku 2., ta struktura przestrzeni liniowej nie zalezy od 4.

Staddlaz € U, r € R, s,5" € E(U) mozemy zdefiniowaé rs(z) i s(z) + s'(z).
Ponadto, jesli f € C(U) (C to snop funkeji ciaglych), to fs € E(U), czyli
dla kazdego U, E(U) jest C(U)-modulem. Réwniez funkcje obciecia E(U) —
E(U") dla U' C U sa homomorfizmami C(U’)-modutéw (£(U) jest C(U')-
modulem poprzez C(U) — C(U")).



Definicja

(X,R) jest przestrzeniqg opierscieniong(?) (ringed space), gdy R jest sno-
pem pierscieni (przemiennych z 1) na X.

Dla przestrzeni opierscienionej (X, R), snop F jest snopem R-modutéw, gdy
dla kazdego otwartego U C X, F(U) jest R(U)-modulem i dla U’ C U funk-
cje obciecia F(U) — F(U') sa homomorfizmami R (U’)-modutéw.

Definiujemy kategorie wiazek nad X — Vect x definiujac morfizmy jako funk-
cje ciagle (gladkie dla wigzek gladkich, itd.) zachowujace rzutowania.

Wtedy tatwo pokazaé, ze E — £ daje funktor z Vectx w ShMoch — kate-
gorie snopéw Cx-moduétow. Podobnie dla wigzek gladkich mamy funktor w
ShModc? dla analitycznych w ShModc%n i dla algebraicznych w ShModox-

Na snopach R-moduléw mozemy wykonywac wszystkie operacje jak na prze-
strzeniach wektorowych, np. ®, ®, A,*. Jesli wychodzi tylko presnop, to sie
gO usnapia.

Dla podzbioru otwartego U C X i snopa F na X mamy naturalne obciecie
F do U, oznaczane F|y.

Snop R-moduléw F nazywamy wolnym, F jest izomorficzny z R®" i lokalnie
wolnym, gdy istnieje pokrycie X = {J;c; U, ze dla kazdego i € I, F|y, jest
wolny.

Fakt

Kategoria wigzek nad X jest réwnowazna kategorii lokalnie wolnych snopéw
Cx-moduléw. Podobnie dla wiazek gtadkich, analitycznych i algebraicznych
(zastepujac Cx przez odpowiednio C§¥, C¥, Ox).

Dla rozmaitoéci gladkiej X, definiujemy Q% jako A'(7*), gdzie T jest sno-
pem pochodzgcym od wigzki styczne;j.

Dla f € C¥(U) mamy df € Q% (U) takie, ze dla pola wektorowego X € £(U)
mamy df (X) := X (f). Dlaw € Q% (U),w' € Q% (U) mamy wAw' € Qg}”’(U)
pochodzace z iloczynu tensorowego.

Dla k-formy na R* fdz;, A--- A dz;, definiujemy forme

n
dz(fd.’II“ AR /\d:Cik) = Z g%d.’ﬂz ANdzi A--- /\d:Cik.
i=1 =7

i przedtuzamy liniowo na wszystkie k-formy.
Mamy dla dowolnych form

diyir(wA W) = wdy (W) + (—1)'d;(w)w'.



Stad dla r € R mamy d;(rw) = rd;(w).
Odwzorowanie jest niezmiennicze na dyfeomorfizmy stad zadaje morfizm
snop6w Rx-moduléw d; : Q% — QZ)}H i mamy réwniez

Twierdzenie
Dla n-wymiarowej rozmaitoéci gtadkiej X nastepujacy ciag jest acykliczny

0 Ry =C¥ =0k - ... 5 0% =0
Kohomologie kompleksu
0—T(C¥) —» T(Q) = ... > T(Q%) — 0.

zwg, sie kohomologiami de-Rhama X (T to funktor cie¢ globalnych, I'(F) :=
F(X)).

Dla kazdego snopa F chcemy zeby F(()) = 0 (jak dla snopéw funkcji). Dlate-
go dla grupy abelowej A definiujemy snop lokalnie staly Ax. Dla otwartego
UCX,

Ax(U) := Homrop(U, A),

gdzie A ma topologie dyskretna.

Fakt

Dla dowolnej przestrzeni opierécienionej (X, R) w kategorii snopéw R-modutéw
istnieje dostatecznie duzo obiektéw injektywnych.

Dowéd

Niech F bedzie snopem R-modutéw. Dla kazdego = € X mamy zdzblo F,
ktore jest R -modulem.

Wiemy, ze w kategorii R ;-moduléw istnieje dostatecznie duzo obiektow in-
jektywnych. Stad dla kazdego z € X istnieje Ry-modut I(z) i zanurzenie
Rz-modutéw F, — I(z).

Definiujemy snop Z:

dla U C X otwartego, Z(U):= [] I(=).
zeU

Latwo zauwazy¢, ze I=T(x).
Claim
Dla snopa R-modutéw G mamy bijekcje

Homg(G,Z) 3 f + (fz : Go = 1(2))zex € ] Homg, (Gz, I()).
rzeX



Dowéd Claimu
7 ¢wiczen powyzsze odwzorowanie jest injecja. Wezmy teraz dowolny ciag
(fz) € Homg,(Gz, I(z)). Definiujemy

f:G—=Z, dlaU C X otwartego f(s) = (fz(8z))zev € H I(z) = I(U).
relU

Wtedy f — (fz)-

Wezmy teraz monomorfizm snopéw f : G — H iinny morfizm g: G —Z. 7
jest injektywny, gdy f przedtuza sie do h : H — 7T takiego, ze hf = g.

Z injektywnosci Rz-modutéw I(x) dostajemy kolekcje (hy : Hy — Ip)zex
takich, ze hyf; = gz Z Claimu mamy h : H — Z, ktéry przechodzi na (hy)
w “odwzorowaniu zdzbel”. Ponownie z ¢wiczen hf = g. O

Definicja
Dla snopa F, jego grupa n-tych kohomologii to:

H"(X,F) := R"T'(F)
dla I' — funktora cie¢ globalnych.

Nietatwo jednak znalez¢ naturalne przyktady snopéw injektywnych, dlatego
ich istnienie daje nam tylko istnienie kohomologii snop6w, jednak nie sposéb
ich obliczenia.

Chcemy liczy¢ kohomologie za pomoca wiekszej klasy snopdéw.

Definicja

Niech F' : A — B bedzie addytywnym funktorem lewo-dokladnym pomiedzy
dwiema kategoriami abelowymi. Zatézmy, ze A ma dostatecznie wiele obiek-
téw injektywnych. Wtedy obiekt A € A nazywamy F-acyklicznym, gdy dla
n > 0 mamy R"F(X) = 0.

Twierdzenie (¢wiczenia)
Funktory pochodne mozna liczy¢ z rezolwent acyklicznych.
Tzn. dla F jak wyzej, X € A i rezolwenty F-acyklicznej

0>X =4y A4 — ...,
R"F(A), to n-te kohomologie kompleksu



Definicja
Dla snopa F i dowolnego podzbioru A C X, definiujemy

F(A) = limacy F(U).

Wtedy dla A C B C X mamy odwzorowanie obciecia F(B) — F(A).
Z twierdzenia Tietza, dla X — regularnej i A domknietego, mamy Cx (A4) =
Ca(A).

Definicja

Snop F nazywamy miekkim, gdy dla kazdego podzbioru domknietego A C X
funkcja obciecia F(X) — F(A) jest “na”.

Na nastepnym wykladzie pokazemy:

Twierdzenie 1
Kazdy snop miekki jest I'-acykliczny.

Twierdzenie 2
Jedli X jest gladka, to kazdy snop CP-moduléw jest miekki.

Whniosek
Jesli X jest gladka, to

H"(X,Rx) = Hjp(X).



