ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKEAD 13

Zaktadamy, ze X jest normalng przestrzenia topologiczna.

Twierdzenie 1

Kazdy snop miekki na X jest I'-acykliczny.
Dowdéd

Niech F bedzie snopem miekkim

Krok 1

Dla kazdego kroétkiego ciggu doktadnego

4

0 — F — H — g — 0

ciag cie¢ globalnych

0 —— F(X) 25 wx) 255 gx) —— 0
jest tez dokladny.
Dowéd kroku 1
Musimy pokazaé, ze ¢|x : H(X) — G(X) jest “na”. Z zadania 1 listy 10,
dla kazdego = € X, ciag zdzbel

0 y Fy ey gy e, g y 0

jest dokladny. Stad istnieje otwarte otoczenie U 3> z i § € H(U) takie, ze
®|u(3)z = sg- Stad istnieje otoczenie U’ 5 z, takie ze

slyr = Plu(3)yr = dlvr (5]or)-

Stad mozemy pokryé X zbiorami otwartymi U;, taki ze dla kazdego 1, s|y, €
im(¢|yy,). Poniewaz X jest przestrzenia normalng, mozemy zastapi¢ pokry-
cie otwarte (U;) (oddzielajac kazdy = € U; od X \ U; zbiorami otwartymi)
pokryciem domknietym (C;) (tzn. X jest sumg wnetrz C;) takim, ze dla
kazdego i, s|c; = ¢|c;(5;) dla pewnego 3; € H(C;).
By¢ moze (5;) nie jest zgodny. Niech sjx = sj|c;,. Zaczynamy popra-
wiaé¢ uklad (3;). Poniewaz 519 — 391 0, istnieje ¢ € F(Cia) taki, ze

P|cy,(€) = S12 — So1. Poniewaé F jest miekki, istnieje przedluzenie ¢ do

d € F(Usz). Poprawiamy 3, do 32 + /. Poprawiamy tak dalej i dalej, az do

dostania zgodnego systemu.

Krok 2

HY(X,F) =0.



Dowéd kroku 2

Wezmy monomorfizm F — 7, gdzie 7 jest injektywny i niech G := coker(F —
7). Wtedy mamy krétki ciggh dokladny snopéw 0 — F — Z — G, ktéry
daje nam dltugi cigg doktadny grup abelowych

0 F(X) > I(X) = G(X) » H(X,F) - H'(X,T) — ...

7Z Kroku 1, Z(X) — G(X) jest “na”, stad G(X) — H'(X,F) jest odwzo-
rowaniem zerowym. Dlatego H'(X,F) — H'(X,T) jest “1-17. Ale T jest
injektywny, dlatego H'(X,Z) =0 i H'(X,F) = 0.

Krok 3 (¢wiczenia — lista 10. zad. 5)

Kazdy snop injektywny jest miekki.

Krok 4 (¢wiczenia — lista 10. zad. 4)

Jesli mamy cigg doktadny 0 - F — H — G — 0, gdzie H jest tez miekki,
to G jest miekki.

Krok 5

F jest I'-acykliczny.

WezZmy ciag doktadny jak w dowodzie kroku 2.

0=-+F—=>Z—-G—0.

Z Kroku 3 i Kroku 4, snop G jest miekki.
7 dhlugiego ciggu dokladnego funktoréw pochodnych dostajemy acykliczny
kompleks

0-T(F) =TI —-TG) - H(X,F) » H(X,I) - H(X,G) » H*(X,F) — ...

Poniewaz, H>%(X,T) = 0 dostajemy, ze H(X,G) = H'TY(X,F) dlai > 1. Z
Kroku 1, H'(X,G) = H?(X,F) = 0 i dalej indukcyjnie H>°(X,F) =0. O

Lemat

Jesli R jest miekkim snopem pierécieni na X, to kazdy snop R-moduléw
jest miekki.

Dowéd

Niech F bedzie snopem R-moduléw, D C X domknietym podzbiorem i
s € F. Wtedy istnieje otwarty D C U i s’ € F(U) taki, ze s'|F = s.
Wezmy teraz C C U domkniety, taki ze dla U’ := Int(C) mamy D C U'. C
istnieje, bo X jest normalna (oddzielamy D od X \ U).

Niech

foe FIDU(X\U"), folp:=1xgw), folx\vr = 0rx\vr)



(fo istnieje, bo X jest normalna).
R jest miekki, stad fo jest obcieciem pewnego f € R(X). Definiujemy § €
F(X)

§|X\C = 0, §|U = f|U3,.
(X\C)NU C X\U', stad f|x\cynw = 01 s|x\¢c)nv = 0. Stad 5 jest dobrze
okreslone (przez zgodng rodzine).
Mamy réwniez §|F = f|ps'|p = 1s = s. O

Twierdzenie 2

Jedli X jest gladka, to kazdy snop C§f-modutéw jest miekki.

Jesli X jest normalng przestrzenia topologiczng, to kazdy snop Cx-moduléw
jest miekki.

Dowéd

Dla X gladkiej, snop C§ jest migkki z gladkiego rozkladu jedynki.

Dla X normalnej, snop Cx jest miekki z twierdzenia Tietze’a.

Wystarczy teraz zastosowaé twierdzenie 2. O

Whniosek
Jesli X jest gladka, to

H"(X,Rx) = Hpp(X).

Uwaga

Snop F nazywamy wiotkim, gdy dla kazdego otwartego U C X, F(X) —
F(U) jest “na”.

Kazdy snop wiotki jest miekki stagd réwniez ['-acykliczny.

Snopy C¥, Cx nie sa wiotkie, poniewaz dla X = R i U = R\ {0}, funkcja
1/z € CRR(R\ {0}) nie przedluza si¢ nawet do funkeji ciaglej na R.

Definicja
Niech X bedzie przestrzenia topologiczng i A grupa abelowa. Dla U C X
otwartego, k € N i Ay, sympleksu standardowego w RET! definiujemy

USt = Homrop (Ag, U), Sh(U,A) := Homset(USk,A).

Dla V C U inkluzja indukuje zanurzenie Vst o U‘Sk, ktore zadaje nam
funkcje obciecia S& (U, A) — S&(V, A).

S§((U, A) — grupa k-tych kotaricuchow singularnych na U o warto$ciach w A.
Poniewaz funkcje obciecia pochodza od obcieé¢ funkcji dostajemy snop S% (-, A)
Zanurzenie i-tej Sciany Ag — Agy1 daje rézniczke

Ak SE(U, A) — SEFLU, 4),



ktoéra zadaje kompleks grup abelowych.
0—SY(U,A) = Sk(UA) - - = SHUA — ...

Kohomologie (n-te) tego kompleksu to H™(U, A) — kohomologie singularne
U o wspotczynnikach w A.

Rézniczki sy przemienne z funcjami obciecia S% (U, A) — S%(V, A), stad
dostajemy kompleks snopow

0= 8S%(,A) = Sk(A) = - > Sh(-,A) — ...

Zalézmy teraz, ze X jest lokalnie $ciggalna, tzn. ma baze zlozona ze zbioréw
otwartych $ciagalnych (np. X jest rozmaitoScia gtadka albo ogdlniej rozma-
itoScig, topologiczng). Wtedy dla kazdego x € X i kazdego otwartego z € U
istnieje otwarty z € V C U taki, ze HY(V,A) = A, H>°(V, A) = 0.

Stad dla V jak wyzej nastepujacy ciag jest dokladny

02 A—8Y(V,A) = Sk(V,A) = - 5 S5 (V,A) — ...

Zad. 1 listy 10. jest prawdziwe réwniez dla dtugich ciagdéw dokladnych. Stad
nastepujacy ciag snopdéw jest doktadny

0 Ax = S%(-,A) = Sk(,A) = --- 5 SE(,A) — ...

Twierdzenie

Powyzszy cigg doktadny jest T'-acykliczng rezolwentg A x.

Dowdéd

7 Uwagi wystarczy pokazaé, 7e kazdy snop S¥ (-, A) jest wiotki.

Wezmy U C X otwarty i f : Us* — A. Wtedy f mozemy trywialnie rozsze-
rzy¢ do f : XS 5 4 (np. ktadac na X \ U zero). O

Whniosek
Dla lokalnie $ciggalnej przestrzeni X, grupy abelowej A i n € N mamy

H™(X, A) = H"(X, Ax).

Definicja
Niech U = (U;);er bedzie pokryciem X i F snopem na X. Definiujemy
Cu,F)= [ FUi..ip)-
(io,...,ik)efk

Definiujemy teraz rézniczke

s C*U, F) - C*H U, F)



k+1

5k(C) (’io, “e ’ik+1) = Z(—l)ic(io, e a'ij—l,'ij+la e ’ik)|Ui0...ik+1 .
=0

Mozna pokazaé, ze dostajemy kompleks
0—C'U,F) = C'UF)— ... ,

ktérego k-te kohomologie oznaczamy przez H* (U, F).

Jesli teraz mamy pokrycie U’ = (u});jec; wpisane w pokrycie U (tzn. istnieje
f+J — I takie, ze dla kazdego j € J, UJ'- C Uy(jy), to dostajemy odwzo-
rowania C*(U, F) — C¥(U', F) zaleine od wyboru wpisania f i przemienne
z rézniczkami. Stad dostajemy homomorfizm grup H* (U, F) — H*U', F),
ktéry juz nie zalezy od wyboru f.

Pokrycia wraz z odwrécong relacja wpisania dajg skierowany system prosty
i H k(X,F) (kohomologie Cecha) jest granica prosta grup H*(U, F) wzgle-
dem tego systemu.

Twierdzenie (bez dowodu).
Jesli X jest parazwarta i F jest snopem grup abelowych, to

H*(X,F) = H*X, F).
Definicje
1. Wiazke nazywamy liniowg gdy wldkna sa jednowymiarowe

2. Snop R-moduléw nazywamy odwracalnym, gdy jest lokalnie wolny ran-
gil.

3. Dla rozmaito$ci algebraicznej X, Pic(X) to klasy izomorfizméw odwra-
calnych snopéw Ox-moduléw z dziataniem mnozenia tensorowego.

Fakt

1. Snopy odwracalne O x-modutéw odpowiadaja algebraicznym wigzkom
liniowym. Podobnie dla wigzek topologicznych, gladkich i analitycz-
nych.

2. Pic(X) jest grupa abelowa (zwana grupa Picarda).
Dowdd

1. Oczywiste.



2. Najlepiej widaé¢ to na poziomie wiazek. Wiazki liniowe zadane sg przez
odwzorowania przejscia g;; : U;; — K™ spelniajace warunek kocyklu.
Tloczyn tensorowy odpowiada mnozeniu w K*, stad wiazka odwrotna
odpowiada funkcjom gj; := gi;I. O

Algebraicznej wiazce liniowej odpowiada element z H' (X, O%) w nastepu-
jecy sposéb. Wigzka zadaje uklad funkcji przejscia g;; : U;; — K™, ktéry
zadaje element C(U, O%) dla U = (U;). Warunek kocyklu méwi doktadnie,
ze ten element jest w jadrze rézniczki, czyli dostajemy element z H* (U, O%),
a co za tym idzie z H'(X, O%), ktére jest izomorficzne z H' (X, O%)

Twierdzenie (bez dowodu)
Powyzsze odwzorowanie zadaje izomorfizm grup

Pic(X) = H (X, O%).



