ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 2
Morfizmy funktoréw

Przyktad Niech  : Vect x — Vect}® bedzie funktorem przestrzeni dualnej
V* = (V) = homvect, (V, K).
Dla kazdej przestrzeni V, mamy “naturalne” odwzorowanie

V 3 v Ve fulg) = g(v).

“Naturalno$c¢” polega na tym, ze przeksztalcenie to nie zalezy od V, jest to
przeksztalcenie pomiedzy funktorami:

id: Vectg — Vectyg, =*x:Vectg — Vectg.

Definicja
Niech F,G : C — D beda funktorami. 9 jest morfizmem lub naturalnym
przeksztatceniem pomiedzy F' i G (oznaczenie ¢ : F' — G), gdy
Y= (x : F(X) = G(X))xec
taka, ze dla kazdego f € Hom¢(X,Y') nastepujacy diagram jest przemienny

rx) 29 po

vx | |or

G(X) TN G(Y),

tzn. Yy F(f) = G(f)¥x.
Przyklad 1

id: Vectg — Vectyg, =**:Vectg — Vectg.
p:id = xx, ey (v)(v") = v*(v).
Wezmy dowolne A : V' — W liniowe. Mamy pokazaé, ze nastepujacy diagram

jest przemienny:
v 4w

o] Jow
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Najpierw zinterpretujemy A* i A**. Dla w* € W*,v** € V**:
A¥(w*) =w* o A, A" (v™)=0v"" o A"
Wezmy dowolne v € V i w* € W*.
A (pv (v))(w") = @y (v)oA™(w") = @y (v)(A™(w")) = ¢y (v)(w'0A) = w e A(v) = w*(A(v)).

ew (A(v)) (w*) = w*(A(v)).
Czyli
Aoy (v)) = ew (A(v)) 1 A oy = pw o A.
Przyklad 2

Niech T : Diff — Diff bedzie funktorem przestrzeni stycznej. Wtedy mamy
naturalne przeksztalcenie (rzutowania):

m: T —id, nx :T(X) = X, nx(z,v) =z

dla (z,v) € T(X). Z geometrii rézniczkowej wiemy, ze dla kazdej funkcji
gladkiej f : X — Y nastepujacy diagram jest przemienny:

X Y.

|

Przyklad 3

Niech X bedzie rozmaitosciag analityczng, Ox snopem (grup abelowych)
funkcji holomoricznych w C z dzialaniem dodawania funkeji i O% snopem
(grup abelowych) funkcji holomoricznych w C* z dzialaniem mnozenia funk-
¢ji. Mamy naturalne przeksztatcenie:

exp: Ox — Ok, expy(f)(z) = exp(f(z)).

Jest to morfizmem snopdéw, bo dla kazdej pary U C V zbioréw otwartych w
X ife€Ox(U) mamy exp(f)|v = exp(flv), cayli:

ox(v) 2217 o)

expy l lepr

oy (v) 221 oy Wy,



Przyklad przeksztalcenia nienaturalnego
Wezmy przestren liniowa V' i jej baze B. Niech (-,-)p bedzie iloczynem
skalarnym na V' pochodzacym od bazy B. Definiujemy

dvp: V=V $yp)(w) = (v,w)s.

Przeksztalcenie nie jest naturalne gléwnie dlatego, ze jest pomiedzy funkto-
rem kowariantnym (id) a kontravariantnym (x). Poza tym zalezy od wyboru
bazy, czyli istotnie zalezy od danej przestrzeni liniowe;j.

Definicja
Dla C, D - kategorii, Func(C, D) to kategoria funktoréw z C do D, gdzie mor-
fizmami sa naturalne przeksztalcenia funktoréw.

Gléwne przyklady, to kategorie (pre)snopéw i Func(C, Set).
Twierdzenie Niech C bedzie kategorig. Wtedy:
1. Mamy funktor kontrawariantny

h: C°°? — Func(C, Set), h(A) = ha.

2. Lemat Yonedy
Dla kazdego funktora 7" : C — Set i A € C, odwzorowanie

Hom(ha,T) 3> ¢ — ¢pa(ida) € T(A)
jest bijekcja.
3. Funktor h jest wiernie peten.
Dowéd
1. Dla g € Hom¢ (A, B) definiujemy:
h(g) : hg — ha, h(g)x =h*(g) dla kazdego X € C.

Trzeba zauwazy¢, ze dla dowolnego f € Home(X,Y') nastepujacy dia-
gram jest przemienny, co jest rownowazne lacznosci sktadania:

Home(B, X) 22Y% Home(B,Y)
(h(o)x =¥ (s) | |7 o) =hta)
ha(f)

Homc(A,X) E— HOIIlc(A,Y) .



2. Definiujemy funkcje odwrotng do
Hom(ha,T) 3 ¢ — ¢a(ida) € T(A).
Niech a € T(A). Definiujemy dla dowolnych X e Ci f: A — X:
a:hs—T, ax :Hom(A,X) = T(X), ax(f)=T(f)(a).

Musimy sprawdzié¢, czy a jest przeksztalceniem funktoréw, czyli czy
dla dowolnego g : X — Y nastepujacy diagram jest przemienny:

Home(4, X) 229 Home(A,Y)

(
x|

T(X) T(9)

Wezmy dowolny f € Hom¢ (A, X).

T(9)(ax(f)) =T(g)(T(f)(a)) =T(9f)(a) = av(9f) = av (halg)(f))-

Sprawdzamy,czy zdefiniowane przeksztalcenia pomiedzy Hom(h,,T') i
T(A) sa wzajemnie odwrotne.

Wezmy ¢ : hy — T. Chcemy pokazaé, ze ¢p4(idy) = ¢.

Wezmy dowolny f : A — X. Mamy:

¢a(ida) x (f) = T(f)(da(ida).

Ale ¢ jest morfizmem funktoréw, czyli nastepujacy diagram jest prze-
mienny:

Home (4, A) 22Y% Home(4, X)

Al Jox

S

Stad:
T(f)(pa(ida) = ¢x(ha(f)(ida)) = dx (f 0ida) = ¢x(f).

Czyli gpa(ida) = ¢.
Dla dowolnego a € T'(A),

aa(ida) =T(ida)(a) = idr(a)(a) = a.



3. Z poprzedniego punktu (dla 7' = hp) mamy nastepujace bijekcje
Hom(B, A) = hg(A) <> Hom(ha, hp).

Czyli wystarczy pokazac, ze odpowiadaja one funkcji na morfizmach
indukowanej przez funktor f. Wezmy g € hp(A)i f: A — X.

gx(f) = ha(f)(9) = fg = 1" (9)(f), stad gx = h*(g9) = h(g)x
Czyli g = h(g). O

Czesto zanurzamy poprzez powyzszy funktor kontrawariantny danag katego-
rie w kategorie funktoréw, zeby méc przeprowadzaé rézne operacje, ktore
moga byc¢ niedozwolone w wyjsciowej kategorii.

Fakt

Przeksztalcenie funktoréw f : F — G jest izomorfizmem wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego obiektu X z dziedziny F i G, fx : F(X) — G(X) jest
izomorfizmem.

Dowéd

= Niech g : G — F bedzie przeksztalceniem funktoréw takim, ze gf =
idp, fg=idg. Wtedy dla kazdego X, gx fx = idp(x), fxgx = idg(x)-

< Wiystarczy przyjac dla kazdego X, gx = f)}l. ]

Przyklad

Niech Vecth oznacza kategorie skoriczenie-wymiarowych przestrzeni linio-
wychnad KiV € Vect;(.

Wtedy ¢ : id — ** jest izomorfizmem, bo jesti v € V' \ {0}, to istnieje
v* € V* taki, ze v*(v) # 0, czyli py(v)(v*) # 01 py(v) # 0.

Stad ¢y jest “1-1” a poniewaz dim(V) = dim(V**) < oo (V jest niekano-
nicznie izomorficzna z V* i V**!1), to ¢y jest izomorfizmem.

Definicja nieuzyteczna
Izomorfizm pomiedzy kategoriami C i D jest to funktor F': C — D dla kté-
rego istnieje funktor G : D — C, taki ze GF =id¢ i FG = idp.

Przyktad
Niech Ord bedzie pelng podkategoria Set, ktérej obiektami sg liczby kar-
dynalne. Wtedy Ord jest izomorficzna z Iso(Set).

Definicja uzyteczna
Kategorie C i D sa rdwnowazne, gdy istnieje funktor F' : C — D dla ktdrego



istnigje funktor FG : D — C, taki ze G = id¢ i FG =2 idp.

Przyktad
Vect}c( i (Vecth)"p sa réwnowazne, bo ** = id.

Twierdzenie

F : C — D jest réwnowaznosciag wtedy i tylko wtedy, gdy F jest wiernie
pelny i dla kazdego Y € D, istnieje X € C, taki ze Y = F(X).

Dowéd

= Dla kazdych X,Y € C zlozenia (gdzie ostatnia strzatka: [ jest bijekcja i
pochodzi od izomorfizmu z funktorem identyczno$ciowym):

Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) - Hom¢(GF(X),GF(Y)) - Hom¢(X,Y)

Hom¢(X,Y) - Homp(G(X),G(Y)) = Home (FG(X), FG(Y')) — Home(X,Y)

sg identyczno$ciami, stad F' i G sa wierne.

Wezmy dowolny f: F(X) — F(Y) i niech g = I(G(f)) : X = Y. Wtedy
IGF(g) = g =1G(f).

Ale [ jest bijekcja, czyli GF(g) = G(f). Wiemy tez, ze G jest wierny, czyli

f = F(g), stad F jest pelny.
Dla kazdego Y € D, F(G(Y)) 2Y, czyli mozna wzia¢ X = G(Y).

< Dla kazdego Y € D znajdujemy, ay : FI(X) =Y (dlaY = F(X) wybie-
ramy ay = idy). Dla f: Y — Y’ definiujemy:
G:D—C, GY)=X, G(f)=F Yayfay).
Sprawdzamy, ze G jest funktorem. jest jasne, ze F~! tez zachowuje zlozenia.
Staddla f: Y - Y, g: Y - Y"
G(gf) = F~Havgfoyr) = F~ aygayiay: fayn) = F~ (aygay ) F(ay foy) = G(9)G(f).

7Z konstrukcji GF = idc.
Niech
a: FG —idp, ay: FG(Y)=2Y.

Wiemy, ze dla kazdego f: Y — Y', G(f) = F~ Y ay fay:). Stad FG(f) =
(ay fayt), czyli nastepujacy diagram jest przemienny:

y L, v

ayl lay,

Fay) 299 payry
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Czyli « jest morfizmem funktoréw. « jest izomorfizmem,bo jest izomorfi-
zmem na obiektach. U

Przyklad
Funktor pierscienia funkcji regularnych.
Nie istnieje naturalny odwrotny.



