ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKEAD 3
Funktory reprezentowalne

Definicja
Funktor F' : C — Set jest reprezentowalny poprzez A € C, gdy F jest
izomorficzny z h 4, tzn. dla kazdego B € C istnieje naturalna bijekcja

F(B) «— Hom(A4, B).

Uwaga

Niech Repr(C, D) oznacza pelng podkategorie Func(C, D), ktérej obiektami
sg funktory reprezentowalne.

7 lematu Yonedy wynika, ze

C > X — h* € Repr(C?, D)

C® 5 X — hx € Repr(C,D)

sg rownowaznosciami.
Niech 2 bedzie quasi-odwrotnoscig do pierwszej z nich.

Przyklad 1
Rozwazmy funktor n-tych kohomologii o wspétczynnikach w grupie A jako

HY : Toph®® — Set, H%(X)=H"(X,A).

Funktor H} jest reprezentowalny poprzez przestrzer Eilenberga Mac-Lane’a
K(A,n), czyli dla kazdej przestrzeni topologicznej X mamy naturalng bi-
jekcje

H"(X,A) <— Hommopn (X, K(A4,n)).

K(A,n) jest okreslone z dokladno$cia do homotopii poprzez:

) A gdyi=n
Operacjg kohomologiczng 0 typu (n,m, A, B) nazywamy dowolny morfizm
funktoréw
0:H} — HE.



Twierdzenie

Operacje kohomologiczne typu (n,m, A, B) sa w bijekcji z H™(K (A, n), B).
Dowéd

Poniewaz H% = h’ (4m) 7 lematu Yonedy (stosowanego do Toph®P) mamy
nastepujaca bijekcje:

HomF‘unc(Toph"p,Set) (Hﬁa HITB’n) «— H™ (K(Aa n)a B) O

Przyklad 2 (pierwsza definicja produktu — reprezentowalno$é)
WeZmy X,Y, obiekty kategorii C. Je§li istnieje obiekt reprezentujacy funk-
tor:

Fxy :C® — Set, Fxy(A)=Hom(A4,X) x Hom(A4,Y),

to nazywamy go produktem X 1Y (w kategorii C) i oznaczamy X x Y.

Z lematu Yonedy produkt jest okre§lony z dokladnoscig do izomorfizmu.
Moéwimy, ze kategoria ma produkty, jesli dla kazdej pary obiektow istnieje
ich produkt.

Zauwazmy, ze

CxC>(X,Y)— Fxy € Func(C, Set)
jest funktorem. Stad, jesli C ma produkty, to
CxC>(X,)Y)» XxYeC

jest funktorem jako kompozycja gérnego funktora z quasi-odwrotnoscia 1
(pochodzaca z lematu Yonedy).

Podobnie bedziemy uzasadniaé, ze inne konstrukcje reprezentowalne w funk-
torialny sposdb sa funktorami.

Zbiér Hom(A, X) mozemy rozumieé jako zbiér “A-punktéw” X, ktéry cza-
sem oznaczamy przez X (A).

Lemat Yonedy intuicyjnie méwi, ze wystarczy patrze¢ na (wszystkie mozli-
we) A-punkty.

Fakt (druga definicja produktu — wlasno$§é uniwersalna)

Obiekt Z jest produktem X i Y wtedy i tylko wtedy, gdy mamy morfizmy
wx : Z — X, my : Z — 'Y takie ze dla kazdej pary morfizméw fx : Z' — X,
fy : Z' = Y, istnieje jedyny morfizm f : Z' — Z taki, ze fx = frx,
fy = fry.

Dowdéd



—
Dla kazdego A € C mamy naturalng odpowiednio$é¢

Hom(A, Z) +— Hom(A4, X) x Hom(A4,Y).

Wstawiajac A = Z otrzymujemy (7x,my) odpowiadajace idz.

Wstawiajac A = Z' otrzymujemy f odpowiadajace (fx, fy)-

Uzupehié¢ dowdd — éwiczenie.

pa—

Oznaczmy przez F funktor Fx y, cayli F(A) = Hom(A4, X) x Hom(A4,Y).
Z lematu Yonedy przeksztalcenia pomiedzy h? i F odpowiadajg F(Z). Ele-
ment (wx,my) € F(Z) odpowiada izomorfizmowi funktoréw — éwiczenie. [

Zwykle jednak bedziemy definiowa¢ nowe pojecia poprzez wlasno$é uniwer-
salng (definicja 2) a nie funktor reprezentowalny. Dzieki funktorialnej repre-
zentowalno$ci dostajemy jak poprzednio, ze dana konstrukcja jest funkto-
rem.

Definicja

Koprodukt to pojecie dualne do produktu (odwracamy wszystkie strzatki w
drugiej definicji produktu). Koprodukt X,Y oznaczamy przez X [[Y.
Zauwazmy, ze mamy naturalne morfizmy

A: X — X x X (przekatna)

V:X HX — X (koprzekatna).
Dla f: X =Y, g: X — Z zlozenie

(fxgoA: X >Y xZ
oznaczamy przez (f,g)-
7 lematu Yonedy mamy tez funktorialny izomorfizm
(X xY)xZ=2X x (Y x Z),

czyli mozemy opuszczaé nawiasy i pisa¢ X X Y x Z (podobnie dla []).



Przyklady

1. Set, Top, Diff, An, AfVarg.
Produkt to iloczyn kartezjanski, koprodukt to suma rozlaczna.
Czyli ogélnie koprodukt X,Y € C reprezentuje funktor

C°? 5 A — Hom(4, X) [] Hom(4,Y) € Set.

2. Algp. Produkt to iloczyn kartezjanski, koprodukt to iloczyn tensoro-
wy.

3. Grp. Produkt to suma prosta, koprodukt to iloczyn wolny.
4. Modg. Produkt i koprodukt to suma prosta.
5. Top(X). Produkt to przekrdj, koprodukt to suma.

Definicja
Zatézmy, ze w kategoriach C i D istniejg produkty. Funktor F' : C — D
zachowuje produkt, gdy nastepujace funktory sg izomorficzne:

(X,Y) = F(X)x F(Y), (X,Y)— F(XxY).

Fakt

Funktory reprezentowalne zachowuja produkt i obiekt koricowy.

Dowéd

Wprost z pierwszej definicji produktu i z definicji obiektu koncowego. O

Aksjomaty grupy G mozna wyrazi¢ poprzez diagramy przemienne uzywajace
dzialania m : G x G — G, funkcji elementu odwrotnego i : G — G oraz
funkcji stalej w element neutralny e : G — G, ktérag mozemy rozumieé
jako zlozenie funkcji w element koficowy (singleton) z zanurzeniem elementu
koncowego w G.

Jesli * jest obiektem konicowym i f : x — X morfizmem, to zlozenie f z
jedynym morfizmem X — * oznaczamy tez przez f.

Definicja

Zalézmy, ze kategoria C ma obiekt koncowy, oznaczony *. Grupg w kategorii
C nazywamy czwérke (G, m, 1, e)

Gel, m:GxG—G, i:G—>G, e:x— G



taka, ze nastepujace diagramy sa przemienne:

GxGx@G ™ gy@

ide xml lm (tacznosé)
GxG —= @
¢ Y9 gy @ ¢ Mo, ¢
idal lm (idG,e)l lidG (element neutralny)
¢ < @ GxG "5 @
GxG «2— @ 25 GxG
ide xil el lixidc (elementy odwrotne).

GxG —/= G +— GxG
Definicja kogrupy w kategorii jest dualna (éwiczenie — narysowaé diagramy!).
Morfizmem grup w kategorii C (G, m,i,s) i (G',m',, ') nazywamy morfizm
f : G = G' zachowujacy (m,i,s), (m',4,s"), czyli np. nastepujacy diagram
jest przemienny:

GxG XL, g x o
"] [
¢ 15 @
Grupy i kogrupy w C tworza (zwykle niepelne) podkategorie C, ktére be-
dziemy oznacza¢ Grp. i Cogrp..
Przyklady
1. Grupy w Set, to grupy.
2. Grupy w Toph, to tzw. H-grupy.

3. (S™,1) jest kogrupa w Toph,.
Obiektem poczatkowym w Toph, jest * (singleton).
Koproduktem (X, z) i (Y,y) jest X VY = X x {y} U{z} x Y.
Odwzorowaniem komnozenia S™ — S™V S™ jest “Sciggniecie rownika”.
Cwiczenie - sprawdzi¢, ze dostajemy kogrupe w Toph, (tzw. H-kogrupe).

4. Grupy w Top, to grupy topologiczne.



10.

Grupy w Diff, to grupy Liego.
Grupy w An, to zespolone grupy Liego.

Varg, to kategoria rozmaitosci algebraicznych nad K (niekoniecznie
afinicznych, np. rzutowych). Grupy w Varg, to grupy algebraiczne
nad K.

Grupy w AfVarg, to afiniczne grupy algebraiczne nad K.
Twierdzenie Wtlozenie podkategorii grup liniowych w afiniczne grupy
algebraiczne jest réwnowaznoScig kategorii.

Grupy w Def(M), to grupy definiowalne.
Twierdzenie Wlozenie podkategorii grup algebraicznych w grupy de-
finiowalne w K jest réwnowazno$cia kategorii.

Grupy w Grp, to grupy abelowe (éwiczenie — uzasadnié).

Kogrupy w Alg,, to algebry Hopfa.



