ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 4

Fakt

X jest grupa w kategorii C (kogrupa) wtedy i tylko wtedy, gdy h* (hx) jest
funktorem w kategorie Grp.

Dowéd

—> “Mnozenie po wspotrzednych”

Dla kazdego A € C,

(h* (A), ha(m), ha(i), ha(e)

jest grupa (bo h4 zachowuje produkty).

Przenoszenie przez hX morfizméw na homomorfizmy grup wynika z tacznosci
skladania, tak samo jak w dowodzie lematu Yonedy.

<= Lemat Yonedy

Dla kazdego A € C, niech m 4 oznacza dziatanie w grupowe w h*X (A).
Poniewaz hX przenosi morfizmy na homomorfizmy grup,

m = ('mA)AeA : BOXX 5 pX

jest przeksztatceniem funktoréw.
7 lematu Yonedy, dostajemy m : X X X — X i pozostale funkcje z definicji
grupy w kategorii. Ponownie z lematu Yonedy spelniaja one odpowiednie

aksjomaty. O
‘Whniosek

Dla n > 1, m, : Top, — Set jest funktorem w Grp.

Dowéd

7y, jest zlozeniem funktora zapominania z funktorem kowariantnym repre-
zentowalnym przez S™, ktéra jest kogrupa w Toph, . U

Fakt Jesli funktor F' : C — D zachowuje produkty i obiekty koncowe, to
jest tez funktorem z Grp. do Grpyp.

Dowéd Wystarczy natozyé F' na wszystkie diagramy definiujace grupe w
kategorii i morfizmy grup w kategorii. O

Whiosek 1

Kazdy funktor reprezentowalny jest tez funktorem z Grp. do Grp.
Dowéd

Wiemy ze funktory reprezentowalne zachowuja produkty i obiekt konco-
wy. ]



Whniosek 2

Jesli X jest H-grupa (w szczegdlnosci grupa topologiczna), to dla n > 1
mn(X) jest abelowa.

Dowdd

Ty, jest reprezentowalny, czyli zachowuje produkty i obiekty koncowe jako
funktor (przed zlozeniem z funktorem zapominania) z Toph, do Set.

Ale w dowolnej kategorii C (éwiczenie) produkty w kategorii grup w C, sa to
produkty w C i obiekt koncowy jest tez ten sam. Stad m, zachowuje produkty
i obiekt koncowy jako funktor z Toph, do Grp. Z faktu:

T ¢ GrPpopn, = Grpg.p = Ab.
(grupa w kategorii grup jest grupa abelowal). Czyli m,(X) jest abelowa. [

Funktory dolaczone

Niech R bedzie pierscieniem, X dowolnym zbiorem i R[X] pier§cieniem wie-
lomianéw, gdzie zmienne pochodza ze zbioru X. Wtedy mamy funktor

F(X) = R[X], F:Set— Algp.

Niech G : Algp — Set bedzie funktorem zapominania.
Wtedy dla kazdej R-algebry S i zbioru X mamy bijekcje

HomAlgR(R[X]aS) — HomSet(X’ S)a ¢*¢|X7

ktéra jest naturalna wzgledem S i X (bo obcinanie funkcji jest przemienne
ze sktadaniem funkcji).
Czyli nastepujace funktory sa izomorficzne

Set® x AlgpHoky &) (F(X),S) € Set

Set’? x AlgpFHo¥aR) (X, G(S)) € Set.

Definicja

Niech F : C - D i G : D — C beda funktorami. F jest lewym dotgczonym
do G (inaczej méwiac G jest prawym dotgczonym do F'), gdy nastepujace
funktory sg izomorficzne

C% x D 3»(Molip(F(X),Y) € Set

C°P x D >»(WoMy (X, G(Y)) € Set.



Przyklady (lewy dolaczony do funktora zapominania G)
1. G: Grp — Set, F(X) = Fx — funktor grupy wolnej.
2. G: Ab — Grp, F(H) = H*® = H/[H, H] - funktor abelianizacji.

3. S—R-algebra, G : Mods — Modpg, F(M) = M ® Rg — funktor roz-
szerzenia skalaréow.

4. G : Ciala — Pierécienie Catkowite, G(R) = Ry - cialo ulamkéw.
Inne przyklady
1. Niech dla (X, z) € Top,
Q(X, z) = Homrop, (S, ), (X, 2))
(petle zaczepione w z) z topologia zwarto-otwarta.
¥(X,z) =X x[0,1]/(X x{0,1} U {z} x [0,1])

(punkt wyrézniony dla Q(X,z) to petla stala, dla 3(X, z), to klasa
punktu (z,0)).

3} jest lewym dotgczonym do €2, gdzie ¥ i Q rozwazamy jako funktory
z Toph, do Toph, (¢wiczenie).

2. Dla pierscienia przemiennego R i R-modulu M, funktor
Modr >*M ®@r N € Modg
jest lewym dotgczonym (éwiczenie) do

Modg %MomModR (M, N) € Modg.

Fakt
Dla n > 2, m, : Top, — Ab.

Dowéd
Dla (X,z) € Top, i n > 2, trzeba pokazaé, ze m,(X, z) jest grupa abelowa.

7n (X, z) = Homryopn, ((S™, %), (X, z)) = HomToph*((SS"_l, ), (X, 1)) =

= HomToph*((S"_l, %), UX,z)) = m_1(UX, 2)).



Ale Q(X, z) jest H-grupa (¢wiczenie) in —1 > 1, czyli m,—1(Q(X, x)) jest

abelowa.

Twierdzenie

Niech F : C — D bedzie funktorem. Zaltézmy, ze dla kazdego Y € D istnieje

Xy € C, ktéry reprezentuje funktor Y F, tzn. funktor
&HEmp(F(X),Y) € Set.
Wtedy istnieje jedyny funktor G : D — C taki, ze:
e Dla kazdego Y € D, G(Y) = Xy
e (G jest dolaczony z prawej do F'.

Przechodzac do kategorii przeciwnych dostajemy twierdzenie dualne, w kté-
rym startujemy od G i dostajemy funktor dotaczony z lewej F'.

Dowéd
Dla kazdego Y € D istnieje izomorfizm funktoréw oY : hXy — AY F, cayli
dla kazdego X € C mamy naturalna wzgledem X bijekcje

o : Home (X, Xy) «— Homp(F(X),Y).
WeZzmy X = Xy i niech
oy = a§y(idxy), oy : F(Xy) =Y.

Niech f: X — Xy. Wtedy nastepujacy diagram jest przemienny

Y

Home(Xy, Xy) —Y Homap(F(Xy),Y)
hXY(f)l th(F(f))
Hom¢ (X, Xy ) a—§> Homp(F(X),Y)
W szczegdlnosci (biorac idx, € Home(Xy,Xy)) dostajemy
o (f) = oy o F(f). 1)
Wezmy teraz v : Y — Y'. Szukamy G(v) : Xy — Xy+. Zauwazmy, ze
vooy: F(Xy) =Y, o%, : Home(Xy,Xy+) — Homp(F(Xy),Y").

Definiujemy
7= (ax,)” (vooy), (2)

(v bedzie naszym G(v)).

O



CLAIM
Morfizm v : Xy — Xy~ jest jedyny taki, ze nastepujacy diagram jest prze-
mienny

F(Xy) 9 F(xy)

oy l lay,

y /5 Y.
Dowdd Claimu

e Przemienno$¢ diagramu.
_ Y sy 1
vooy = oy, (V) = oy o F(v),
gdzie pierwsza réwno$é¢ wynika z (2) a druga z (1).

e Jedynosé.
Niech @ : Xy — Xy bedzie morfizmem takim, ze v o oy = oy o F(u).
Wtedy

¥ = (aky )" (vooy) = (aky )~ (oyoF (@) = (aX,) ' (aky, (@) =@ O
Z Claimu wynika, ze ¥ o w = ¥ o W, czyli G zdefiniowany
GY)=Xy, Gv)=7
jest funktorem.

Trzeba jeszcze sprawdzié, czy funkcja a}f( jest naturalna wzgledem Y.
Wezmy v : Y — Y’. Mamy sprawdzié, ze nastepujacy diagram jest prze-
mienny:

2, Home(X, G(Y))

Homp(F(X),Y) "% Homp(F(X),Y") .
Weimy, u : X — G(X).
X (G(v) ou) = oyr 0 F(G(v) o), 2 (1)
oy o F(G(v) ou) = oyr o F(G(v)) o F(u) =vooyoF(u), 2z Claimu
vooyoF(u) =voak(u) z(1).

Jedyno$¢ G wynika z jedynosci w Claimie, bo kazdy inny wybdér G(v) tez
musialby wchodzi¢ w przemienny diagram w Claimie. O



Przyktad
Niech K bedzie cialem. Rozwazmy

G : Algy — Algg, G(R) = R[z]/(z?)

(funktor liczb dualnych).
Dla dowolnej K-algebry R, ustalmy R = K|[X]/I, dla pewnego zbioru zmien-
nych X iideatu I. Niech ¢ : R[X] = R[X,X'] (X' = {2’ : z € X}) bedzie
rézniczkowaniem takim,ze 6(K) = 0 i dla kazdego = € X, d(z) = z'. Defi-
niujemy

R' = K[X, X"]/(I,6(1)).

Wtedy R’ reprezentuje funktor
Algy >»Fompyg, (S,G(R)) € Set,

eayR' Brzedtuza sie do funktora F', dotaczonego z lewej do G.
Jesli R = K|[V] (pierScienn funkcji regularnych), to F(R) = K[TV], gdzie
TV jest wiazka styczng. Czyli F' odpowiada funktorowi wigzki styczne;j.



