ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 5
Granice

Niech (7, <) bedzie posetem (zbiorem z cze$ciowym porzadkiem) i C dowolna
kategorig. Dla kazdego ¢ € I niech bedzie dany obiekt X; € C i dla kazdej
pary uporzadkowanej ¢ < j, niech bedzie dany morfizm f;; : X; — X; w ten
SpOSéb, ze dla kaidych 1 < ] < k mamy fjku] = fik (f” = lXm)

Bedziemy pisa¢ (X;, fjk)icr,j<k lub (Xi)ier lub (fjk)ier,j<k-

Taki wybdr jest réwnowazny zadaniu funktora F : (I,<) — C, gdzie (I, <)
traktujemy jako kategorie tak jak w zadaniu 7 listy 1 (jest to w praktyce
tylko kolejny zapis, najkrétszy).

Definicja granicy
Granicg odwrotng funktora F : (I,<) — C (granicg projektywng, granicg)
nazywamy X € C wraz z kolekcja morfizméw (f; : X — X;);er taka, ze

e Dla kazdego i € I, fi;fi = fj-

e Dla dowolnej innej kolekcji (f; : X' — X;)icr spelniajacej powyzszy
warunek, istnieje jedyny morfizm f: X' — X, taki ze f;f = f].

X oznaczamy przez @F lub lim F'.

W powyizszej definicji (I, <) moze byé zastapiony przez dowolng kategorie
7 (rozumiang jako kategorie indekséw).

W ¢wiczeniach jest rownowazna, definicja granicy odwrotnej poprzez funk-
tory reprezentowalne.

Przyklady (C — kategoria)

1. Produkt
XxY = @(X, Y), tzn. I = {0, 1} z dyskretnym porzadkiem i F'(0) =
X,F(1) =Y.

Jesli I jest dowolnym dyskretnym posetem i dla i € I, F(i) = X;, to

[[ % := imF.

el



2. Produkt wiéknisty (pull-back)
Dla f: X - Z,g:Y — Z definiujemy pull-back f i g jako

XXZY::@(f:X—)Z,g:Y—)Z).

Czyli zbiorem uporzadkowanym jest I = {0, 1,2} z relacja 0 < 1,1 < 2
iF(0)=X,F1)=Y,F2)=Z,F(0<2)=0,F1<2)=f.

Inaczej méwiaé¢ morfizmy X x Y — X, Y sg uniwersalne sposréd tych
dla ktorych nastepujacy diagram jest przemienny

XxzY — X

! L

y 4.7

W Set:
X xzY ={(z,y) € X xY|f(z) = g(y)}

3. Jadro
Zalézmy, ze C ma obiekt zerowy 0, tzn. obiekt bedacy obiektem kon-
cowym i poczatkowym. Wtedy dla kazdej pary obiektéw X,Y € C
istnieje morfizm zerowy 0: X — Y.
Dla kazdego morfizmu f : X — Y, ker(f) to morfizm k£ : K — X
uniwersalny wzgledem morfizméw s : Z — X takich, ze fs = 0.
Réwnowaznie

ker(f) =Jm(f: X - Y¥,0:0—-Y) =X xy0.
(a) W kategorii grup ker(f : G — H) jest wlozeniem f~1(e) w G.
(b) W Set,, 0 = xiker(f: X —Y) jest wtozeniem f 1(x) w X.

4. Jesdli (I,<) ma element najmniejszy io (ogdlniej kategoria indekséw
element poczatkowy), to JmF = F(ip).
Definicja kogranicy

Granicg prostg funktora F : (I,<) — C (granicg induktywng, kogranicqg)
nazywamy X € C wraz z kolekcja morfizméw (f; : X; — X);er taka, ze

e Dla kazdego i € I, f;fij = fi-

e Dla dowolnej innej kolekeji (f] : X; — X')icr spelniajacej powyzszy
warunek, istnieje jedyny morfizm f: X — X', taki ze ff; = f.



X oznaczamy przez limF' lub colim F'.
Przyklady (C — kategoria)

1. Koprodukt
XIIY = hQ(X ,Y) i dla dowolnego dyskretnego posetu I,
H Xi = limF.
i€l

W kategorii grup
[HG:=a.

el 1€l

2. Koprodukt wiéknisty (push-out)
Dla f:Z — X,g:Z — Y definiujemy push-out f i g jako

XY =ln(f:Z > X,g: Z=Y).
Z

Inaczej méwiaé morfizmy X xzY — X, Y s3 uniwersalne sposréd tych
dla ktérych nastepujacy diagram jest przemienny

z 1, x

7| !

Y — X[,V .

W Sets,
XY = (X [[V)/F() ~ 9(2).
z
W Alg,,
;911J:3522151@§R;32.
R
3. Kojadro

Zalézmy, ze C ma obiekt zerowy 0. Dla kazdego morfizmu f: X — Y,
coker(f) to morfizm k : Y — C uniwersalny wzgledem morfizméw
s:Y — Z takich, ze sf = 0.

Réwnowaznie

coker(f) zlig(f:X—>Y,O:X—>0) :YHO.
X

(a) W Modg, coker(f : M - N) =N — N/f(M).



(b) W Set,, coker(f : X - Y) =Y = Y/f(X) (f(X) Sciagamy do
punktu (wyrdéznionego), reszte zostawiamy).

4. Jedli (I,<) ma element najwiekszy i (ogdlniej kategoria indekséw
element koficowy), to imF = F'(is).

Definicja

Zalézmy, ze poset (I,<) jest skierowany, tzn. dla kazdych i,j € I istnieje
k € I taki, ze 1,5 < k. Wtedy F : (I,<) — C nazywamy systemem prostym
a F:(I,<)— C° systemem odwrotnym.

yLnF to granica systemu odwrotnego, h_n;F granica systemu prostego.

Uwaga (¢éwiczenie)
Niech (I, <) bedzie skierowanym posetem, s € [ i I; = {j € I|j > i}. Wtedy
dla dowolnego systemu odwrotnego (X;);er,

Wm(X;)jer = Jm(X;)j e,

Podobnie dla granicy prostej.

Przyklady

1. W Modp, granica systemu prostego (M;)icr, to (éwiczenie)

ling(My)ier = @ Mi/{(w; fij — wi) (M;)|Vi < 5),
el
gdzie w; : M; — @;c; M; jest wlozeniem w sume prostg.
Granica systemu odwrotnego (M;);cr, to (¢wiczenie)

Wm(M;)ier = {(ai)ier € T Ml (Vi < 5) fij(a;) = a}.
el
Powyzsza konstrukcja granicy systemu odwrotnego dziala réwniez w
kategorii grup, pierécieni i przestrzeni topologicznych.

2. Wezmy pierécien R i ideat I C R. Mamy system odwrotny (R/I™).
Jego granica l(gl(R/I") zwie sie uzupetnieniem R wzgledem I. Np.
Ly = yLn(Z /P"Z)nen — pierécien catkowitych liczb p-adycznych.

3. Wezmy poset skierowany (N, |) (relacja podzielnosci). Systemem pro-
stym beda ciala skoniczone charakterystyki p, (Fy» )nen 2z rozszerzenia-
mi cial. Wtedy lim(Fpr Jnen = F,, algebraiczne domnkniecie F,.
Ogdlniej, dowolna struktura jest granicg prosta jej podstruktur skon-
czenie generowanych.



4. Grupy proskonczone to granice systeméw odwrotnych grup skonczo-
nych w kategorii grup topologicznych.

Definicja

Funktor G : C — D zachowuje granice odwrotne, gdy dla kazdego
F:(I,<)—C,jesli X = HmF, to GX)= ].(iin(GoF).
Analogiczna definicja dla granic prostych.

Twierdzenie (dowéd na nastepnym wykladzie)
Jesli F jest funktorem lewodotaczonym do G, to F' zachowuje granice proste
i G zachowuje granice odwrotne.

Przyklady (ilustracje)

1. G — funktor zapominania, F' — lewo-dotaczony do G

(a)

G : Grp — Set, F' : Set - Grp — funktor grupy wolnej.
G zachowuje granice odwrotne, czyli np. produkty:

G(H1 x Hy) = G(H1) & G(H>).
G nie zachowuje granic prostych, czyli np. koproduktéw:
G(H; x Hy) 22 G(Hq) UG(H3).
F' zachowuje granice proste, czyli np. koprodukty:
Fxuy 2 Fx x Fy.
G nie zachowuje granic odwrotnych, czyli np. produktéw:
Fxxy # Fx @ Fy.

G : Ab — Grp, F : Grp — Ab - funktor abelianizacji.
G zachowuje produkty i nie zachowuje koproduktéw:

Hyx Hy 22 Hi & H>.

G przenosi grupy w Ab (grupy abelowe) na grupy w Grp (grupy
abelowe).
F zachowuje koprodukty

(H; * Ho)® = H @ HE,



i przypadkiem réwniez produkty
(Hy @ Hy)* = H® © H3".

Ale F nie zachowuje jadra, weZmy np.

7)32 —L— 83 —2 72z,

gdzie f = ker(g), g = coker(f). Po nalozeniu F' dostajemy

fa.b gab:id
737 —— 7./27. =5 7.)27..

Ale f3° =0:Z /37 — 7./27Z nie jest jadrem idz /27,

W szczegdlnosci F' nie przenosi monomorfizméw na monomorfi-
zmy: f przechodzi na 0.

F zachowuje kojadra: idz 97 = coker (0 : Z/3Z — Z/27).
Zachowywanie kojader implikuje tez:

Hi < Hy = (Hi/H,)*® = H?®/H3".

2. Dla R-modutu M, funktor - @ g M : Modr — Modpg jest lewo-
dotaczony do hjs (interpretowanego jeko funktor w Modpg).
W szczegdlnosci - @ g M zachowuje kojadra, czyli réwniez epimorfizmy,
tzn.
NN = N®rM —» N ®r M.

Funktor - ® g M nie zachowuje monomorfizméw — np. Z — Q, ale
Z®zZ[2Z — Q®zZ/2Z
nie jest monomorfizmem, bo

ZQyLJ2L=2 727 i Q®y Z)2Z=0.



