ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 6

Twierdzenie
Jesli F jest funktorem lewodotaczonym do G, to F' zachowuje granice proste
i G zachowuje granice odwrotne.

Dowéd (dla F)
Wezmy poset (I, <) i odpowiednig kolekcje (X, fik)ier,j<k-
Niech (X, fi)ier = Im(Xi)ier-
Mamy wtedy kolekcje (F(X;), F(fjk))ier,j<k-
Chcemy pokaza¢, ze (F(X), F(fi))ier = im(F(X;))ier-
Wezmy dowolny Y € D i morfizmy ¢; : F(X;) — Y jak z definicji granicy
prostej. Ustalmy tez izomorfizm dotaczenia
¢ : Hom¢(F(+),+) — Homp(-, G(+)).

Claim
Niech A, BeCiCeD,a:A— B,3:F(A) - C,v: F(B) = C. Wtedy

B=~voF(a) <= (B)=1t(y)oa.

Dowéd Claimu
Pokazujemy tylko —>.
Poniewaz ¢ jest morfizmem funktoréw, nastepujacy diagram jest przemienny

he(F(a))
Homp(F(B),C) ———= Hom¢(F(A4),C)

Ll lb
Home(B, G(C)) 222, Homp(4,G(C))
Nalozmy funkcje z powysszego diagramu na .
Lo h(F(a))](y) = iy o F(a)) = 1(B).
(W) (@) 0 1] (7) = 1(y) o
Stad u(8) = u() o a. a

Z Claimu dla dowolnych j < k mamy ¢(g;) = ¢(gk) © fjk-
Czyli kolekcja (G(Y), t(g;))icr jest “kandydatem” na hﬂ(Xi)ie[.
Stad istnieje jedyny morfizm f : X — G(Y) taki, ze

fofi=gi)



Z Claimu, istnieje jedyny morfizm g = . 7!(f) : F(X) — Y taki, ze

goF(fi)=gi. O

Definicja (Ab-kategorii i kategorii addytywne;j)
Niech C bedzie kategorig.

A1 (definicja Ab-kategorii)
Dla kazdych X,Y € C, Hom(X,Y) ma strukture grupy abelowej i sktadanie
morfizméw jest rozdzielne wzgledem tego dziatania.

A2 Tstnieje 0 € C, obiekt zerowy (konicowy i poczatkowy).

A3 (zaktadamy Al i A2)
Dla kazdych X3, X5 € C istnieje Y € C wraz z

11: X1 2Y,00: Xo—=Y, b1:Y > X, 00:Y =5 X5
takimi, ze
biin = idx,, boio =idx,, bii1 + boie = idy, biie = boiy = 0.
Y nazywamy sumg prostq (biproduktem) X7 i X5 i oznaczamy X; & Xo.
Kategorie nazywamy addytywng gdy spetnia Al, A2 i A3.

Fakt

Suma prosta w kategorii addytywnej jest produktem i koproduktem.
Dowdéd (Pokazemy, ze X1 @ Xy wraz z f1 1 fo jest produktem)

Weimy f: Z — Xq,9: Z — Xo. Pokazemy, ze ¢ := i1 f — iag jest jedynym
¢ : Z — X1 & Xo takim, ze odpowiednie diagramy s3 przemienne.
Przemienno$c:

b1¢ = bl’ilf + b1i2g = iXm f + 0g = f

Podobnie by¢p = g.
Jedyno$é: Zatézmy, ze mamy ¢ : Z — X1 ® Xo takie, ze bip = f, bap = g.
Wtedy
i1b1d = i1 f, i2bag = i2g,
irf +ieg = (i1b1 +i2bo)¢p = idy ¢ = ¢. O
Definicja (kategorii abelowej)
A4 Dla dowolnego morfizmu f : X — Y istnieje ciag (rozklad f):

K-—*,x_‘*,17 3,y _°c<,¢C

taki, ze



1. ji = f.

2. ker(f) = (K, k), coker(f) = (¢, C).

3. ker(c) = (1,j), coker(k) = (i,I) (I nazywamy obrazem f).
Kategorie nazywamy abelowg, gdy jest addytywna i spelnia A4.

Uwaga (do A4)
W dowolnej kategorii addytywnej, w ktérej istnieja jadra i kojadra dla f :
X — Y mamy:

k

K N QLI S N BN S ENs)

gdzie k = ker(f), 7 = coker(k), ¢ = coker(f), j = ker(c).

I' nazywamy obrazem f a I nazywamy koobrazem f.

Wtedy mamy jedyny morfizm [ : I — I’ taki, ze ker(l) = coker(l) = 0.
Kategoria jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy [ jest izomorfizmem (czyli
obraz jest izomorficzny z koobrazem poprzez ).

Czyli wlasno$é A4 odpowiada twierdzeniu o izomorfizmie (dla grup np.

G/ ker(f) = im(f)).
Przyklady
1. Modp to kategoria abelowa.

2. Przemienne grupy algebraiczne (kategoria addytywna, ale nie abelo-
wa).
Rozwazmy homomorfizm Frobeniusa

Fr: (K,+) = (K,+),

gdzie Fr(a) = a? i K jest cialem charakterystyki p > 0.

Wtedy Fr jest monomorfizmem i epimorfizmem, ale nie jest izomorfi-
zmem. W kategorii abelowej nie jest to mozliwe.

W wiekszej kategorii schematow grupowych Fr nie jest monomorfi-
zmem, bo ker(Fr) odpowiada algebrze Hopfa K[X]/(XP).

Nad ciatem charakterystyki 0 przemienne grupy algebraiczne sg kate-
gorig, abelowa, bo definiowalny homomorfizm grup algebraicznych jest
morfizmem.

3. Dla C malej i A abelowej, Func(C,.A) jest kategoria abelowa.
Wiynika to wprost z abelowosci kategorii A, np.

(G ® F)(X) := G(X) ® F(X).



W szczegblnodci presnopy grup abelowych nad przestrzeniag X (Pshy)
to kategoria abelowa.

4. Snopy grup abelowych nad przestrzeniag X (Shy)
Od razu widaé, ze Shx s3 kategorig addytywna. Jednak kojadro (w ka-
tegorii presnopéw) morfizmu snopéw moze nie by¢ snopem. Niech O¢
bedzie snopem funkcji holomorficznych w C (z dodawaniem funkcji) i
Of bedzie snopem funkcji holomorficznych w C \ {0} (z mnozeniem
funkcji). Rozwazmy morfizm

exp : Oc — O¢

niech F bedzie kojadrem exp w kategorii presnopéw (tzn. dla kazdego
otwartego V, F(V) = OL(V)/ exp(Oc(V))) i wezmy U = C )\ {0}.
Wtedy s := [idy] € F(U)\ {0} (bo nie istnieje globalny logarytm), ale
dla pokrycia U przez dyski (lub dowolne zbiory jednospdjne) U = |J U,
mamy s|y; = 0 (bo na dysku mozemy logarytmowac). Stad F nie jest
snopem.

Jednak Shx jest wcigz abelowa, co udowodnimy pézniej.

Twierdzenie

Istnieje lewy funktor dotaczony do funktora zapominania Shxy — Pshy
(funktor usnopienia) * : Pshxy — Shy.

Dla morfizmu snopéw f : F — G mamy

kershy (f) = kerpsny (f), cokergn, (f) = (:okelrpshx(f)+

i Shy jest kategoria abelows.

Dowdéd

Dla presnopa F i z € X definiujemy 7, (ZdZbto F w z) jako Lim(F(U))uss
(system otoczenr x jest skierowany przez odwrotnag inkluzje!).
Definiujemy F jako sume rozlaczng wszystkich zdzbet i

FHU)={s:U — FNz s(z) € FpiVz € XU 3 z3sy € F(U) (sl = sv)}-

Jasne jest, ze F' jest presnopem. Jest to tez snop (usnopienie F), bo dla
dowolnego pokrycia U = |J; U; jes$li mamy zgodny system s; € F+(U;), to
przedtuza on sie on jednoznacznie do funkcji s : X — F i z tego, ze lokalny
warunek z definicji F1(U) jest spelniony dla kazdego s; wynika, ze jest on
speliony dla s.

Dla dowolnego morfizmu presnopéw f : F — G mamy dla kazdego x € X
homomorfizm #dzbet f, : F, — G, i homomorfizm f : F — G, ktéry



indukuje morfizm snopéw f* : F* — G*. Stad usnopienie jest funktorem
(lewym dolaczonym do zapominania — ¢wiczenie).

Dla dowolnego morfizmu snopéw f : F — G jadro f w kategorii presnopéw
K jest snopem, bo dla dowolnego pokrycia U = |J,; U; i zgodnego systemu
si € K(Uy), (si) przedtuza sie jednoznacznie do s € F(U) (bo F jest snopem)
i f(s)|ly, = f(si) =0, stad f(s) = 0 (bo G jest snopem) i s € K(U). Jest
oczywiste, ze K jest tez jadrem f w kategorii snopéw.

Niech teraz H bedzie kojadrem f w kategorii presnopéw i pokazemy, ze
HT jest kojadrem f w kategorii snopéw. Wezmy dowolny morfizm snopéw
g:G — &S, taki ze gf = 0. Wtedy g faktoryzuje sie przez jedyny [ : H — S
a ten z dolgczonosci faktoryzuje sie przez jedyny k : HT — S. Czyli HT jest
kojadrem f w kategorii snopéw.

Niech teraz

| LI L RN, S AN, SN
bedzie kanonicznym roztozeniem f w kategorii presnopéw. Wtedy

it

K-+, F y TT j+>g <, Kot

jest kanonicznym roztozeniem f w kategorii snopéw (usnopienie zachowuje
jadra i kojadra). O



