ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLEAD 7

Definicja

Morfizm f : X — Y jest monomorfizmem, gdy dla kazdych g,h : Z — X,
fg = fh implikuje g = h. f jest epimorfizmem, gdy dla kazdych g,h : Y —
Z, gf = hf implikuje g = h.

Monomorfizm oznaczamy przez X — Y a epimorfizm przez X — Y.
coker(X — Y) mozemy rozumieé jako obiekt ilorazowy Y/X.

Przyklady

1. Dowolny izomorfizm jest monomorfizmem i epimorfizmem, ale nie na
odwrét.

2. Monomorfizmy w Set to funkcje “1-1”. Epimorfizmy w Set, to funkcje
“na”. Podobnie w Top.

3. Monomorfizmy w Haus (topologiczne przestrzenie Hausdorffa) to funk-
cje ciggle “1-1”. Epimorfizmy w Set, to funkcje dominugjgce, tzn. funk-
cje ciagle f : X — Y takie, ze F(X) jest geste w Y. Podobnie w Varg.

Fakt
Niech A bedzie kategorig abelowa i f : X — Y morfizmem. Wtedy:

1. f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker(f) = 0.
2. f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy coker(f) = 0.
3. f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker(f) = coker(f) = 0.

W szczegdlnosci f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest epi-
morfizmem i monomorfizmem.

Dowéd

1. = Nieck k : K — X bedzie jadrem f. Wtedy fk = 0. Ale tez f0 =0,
czyli k = 0, bo f jest monomorfizmem. Z wtasno$ci uniwersalnej jadra,
idg =0, stad (¢wiczenia) K = 0.
< Zalézmy, ze fg = fh. Wtedy f(g — h) = 0. Stad g — h faktoryzuje
sie prze jadro, czyli g — h = 0, bo ker(f) = 0.

2. Podobnie jak dla monomorfizméw.



3. = Wynika z 1.1 2.
< Roztézmy f jak we wlasnosci A4

0 25 X i,y 0 > 0,
Ale coker(0 - X) =idx i ker(Y - 0) =idy. Stad I = X, J =Y i
f = j — izomorfizm. O

Fakt

W kategorii abelowej jadro jest monomorfizmem i kojadro epimorfizmem.
W szczegdlnosei, w rozkladzie f: X — Y na f =47, j: X — I =im(f) jest
epimorfizmem i i : I — Y jest monomorfizmem.

Dowdd (dla jadra)

Jesli k : ker(f) — X jest jadrem f : X — Y, to dla dowolnego g : F —
ker(f) takiego, ze kg = 0, fkg = 0, czyli fkg faktoryzuje sie przez jedyny
morfizm F — ker(f). Stad 0 = h i 0 = ker(k), czyli k jest monomorfizmem.
Podobnie dla epimorfizmu. O

Theorem
Niech C bedzie dowolng kategoria, A € C. Wtedy funktor reprezentowalny
h 4 zachowuje granice odwrotne.
Przechodzac do kategorii dualnej, h* przenosi granice proste na odwrotne.
Jesli C jest abelowa, to h4 zachowuje granice jako funktor w Ab.
Dowéd
Niech
(X, fi) = Bm(X;, fjx).

Chcemy pokazaé, ze

(Hom(A, X), ha(fi)) = lim(Hom (4, Xi), ha(fjr))-

Wezmy dowolnego “kandydata” (Y, g;), gdzie g; : Y — Hom(A4, X;) sa od-
powiednio przemienne z h4(fi).
Dla dowolnego y € Y, mamy

fik©gi(y) = ha(fix)(9i(y)) = gr(y).

Stad (A4, gi(y)) jest “kandydatem” na @(Xi, fjk), czyli istnieje jedyna
funkcja g(y) : A — X odpowiednio przemienna z g;(y). Stad g : ¥ —
Hom(A, X) jest jedyna funkcja odpowiednio przemienng z h4(g;).

Dla kategorii abelowych, jesli g; sa homomorfizmami, to dla kazdych y,y’ €
Y, g9(y) +9('") ig(y+vy') sajedyne, czyli sa sobie réwne i g jest homomor-
fizmem. U



Przyktad
Funktor n-tej grupy podstawowej zachowuje produkty.

Definicja (kompleksu i kohomologii)

1. Kompleks (kotaricuchéw), w abelowe] kategorii A, to dowolny nieskon-
czony ciag obiektéw i morfizméw (zwanych rézniczkami)

dan— dn+1

X* - 1} Xn ar ; Xn+1
taki, ze dla kazdego n, d"t1d" = 0.
Warunek d"T1d" = 0 w kategorii Mod g znaczy, ze im(d") C ker(d"t1).
Podobnie mozemy rozumie¢ ten warunek w dowolnej kategorii abelo-
wej: d"Tld" = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy d, faktoryzuje sie przez
an : X™ = ker(d™!) wtedy i tylko wtedy, gdy X™ — im(d") faktory-
zuje si¢ przez monomorfizm im(d") — ker(d"*1).

2. Dla kompleksu X* definiujemy H™(X*) (n-te kohomologie X*) jako
coker(ay,—1). Réwnowaznie
H™(X*) = coker(im(d" ') < ker(d")),
czyli H"(X*) mozemy rozumieé jako %ﬁ—i%
Réwnowaznie (éwiczenia) H™(X*) = ker(f,,), gdzie (3, jest faktoryza-
cja d™ przez coker(d™ ') (istnienie takiej faktoryzacji jest réwnowazne
warunkowi d"d"~! = 0).

3. Kompleks X* nazywamy acyklicznym w obiekcie X", gdy H™(X*) =
0. Kompleks acykliczny w kazdym obiekcie nazywamy ciggiem doktad-
nym. Ciag dokladny postaci

0-A—-B—->C—0

nazywamy krdtkim ciggiem doktadnym (rozumiany jaki kompleks po-
przez uzupelnienie obiektami zerowymi).

Przyklad

Dla sumy prostej A ® B,

b2

0 y A"y Ao B sy B

~
=

jest krétkim ciggiem doktadnym.



4. Dostajemy kategorie komplekséw kotaricuchéw Kom(.A).

Morfizmy, to morfizmy odpowiadajacych sobie obiektéw zachowujace
rézniczkowania d™.
Jadro, kojadro, sume prosta definiuje sie “obiekt po obiekcie” i Kom(.A)
jest abelowa.
Méwimy, ze krétki ciag doktadny sie rozsczczepia, gdy jest izomorficz-
ny z krétkim ciggiem doktadnym pochodzacym od sumy prostej.

Definicja

Ustalmy funktor F' : A — B pomiedzy kategoriami abelowymi.

1.

Fakt

1.
2.

F jest addytywny, gdy indukuje homomorfizmy na grupach morfizméw.
Funktor addytywny przenosi kompleksy na kompleksy.

Funktor addytywny nazywamy doktadnym, gdy przenosi ciaggi doktad-
ne na ciaggi doktadne.

F (addytywny) nazywamy prawodoktadnym, gdy przenosi ciag doktad-
ny0 > A— B —C —0,naciag 0 - F(A) —» F(B) — F(C) — 0,
ktéry jest acykliczny w F(B) i F(C).

F nazywamy lewodoktadnym, gdy przenosi ciag doktadny 0 — A —
B—C—0,na0— F(A) —» F(B) —» F(C) — 0, ktéry jest acyklicz-
ny w F(B) i F(C).

f

Cigg 0 > X sy Y —2 5 > 0 jest
acykliczny w X 1Y wtedy i tylko wtedy, gdy f = ker(g).

acykliczny w Y i Z wtedy i tylko wtedy, gdy g = coker(f).

Dowdd

1.

Ciag jest acykliczny w X wtedy i tylko wtedy, gdy
coker(0 — ker(f)) = 0.

Ale
coker (0 — ker(f)) = idyer(s),

stad acykliczno$é w X jest réwnowazna ker(f) = 0.
Ciag jest acykliczny w Y wtedy i tylko wtedy, gdy

coker(X — ker(g)) = 0.



Wiemy, ze acykliczno$¢ w X jest réwnowazna temu, ze ker(f) = 0, co
z kolei jest réwnowazne ker(X — ker(g)) = 0. Czyli X — ker(g) jest
izomorfizmem stad f = ker(g) (jadro jest okre§lone z dokladnoécig do
izomorfizmu!).

2. Tak samo jak dla 1., uzywajac definicji H™(X™*) jako ker(S,). O

Fakt
Niech F' : A — B bedzie funktorem pomiedzy kategoriami abelowymi. Oto
niektére z wlasnosci, ktére moze mieé F'.

1. F jest prawo-dotaczony (odp. lewo-dotaczony).

2. F zachowuje granice odwrotne (odp. granice proste).
3. F zachowuje jadra (odp. kojadra).

4. F jest lewodoktadny (odp. prawodokladny).

5. F zachowuje monomorfizmy (odp. epimorfizmy).

Wtedy 1. = 2. = 3. = 4. = 5..
Dowdéd oczywisty (3. = 4. wynika z poprzedniego faktu). O

Motywujaca uwaga
Interesuje nas znajdowanie wartosci funktoréw na F' na obiektach, F'(X).
Jedli F' jest dokltadny i umiemy wpisa¢ X w cigg doktadny

0-A—-X—-B—=0

dla prostszych obiektéw A, B, to znajomo$é F(A) i F(B) co$ nam méwi o
F(O).

Jesli F nie jest dokladny, to dzieki algebrze homologicznej zmierzymy “jak
daleko” znajduje sie¢ F'(X) od F(A) i F(B).



