ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 8

Przyklady

1. Funktory reprezentowalne h 4 s3 lewo-dokladne.
Funktory (ko)reprezentowalne h* sa tez lewodoktadne jako funktory
z C°? w Ab, tzn. ciag doktadny

0+ X<Y«+—Z+0
przechodzi na ciag doktadny poza Hom(Z, A),
0 — Hom(X, A) — Hom(Y, A) —» Hom(Z, A) — 0.

2. Funktor - g M : Modr — Modpg jest prawo-dokladny (jako dota-
czony z lewej do hay).

3. Funktor
I':Shx — Ab, I'(F) = F(X)

jest dolaczony z prawej do funktora snopa statego
Ab> A Ax € Shx, VU CV,Ax(U)=A,Ax(V) - Ax(U) =idy.

czyli jest lewo-dokladny (réwniez dlatego, ze zachowuje jadra, skoro
jadro w kategorii presnopéw jest takie same jak jadro w kategorii sno-
péw).

Nastepujacy ciag snopéw jest dokladny

27T

0 > L > O ﬂ>(’)<}}, — 0, bo

(a) Oczywiscie Z¢e — Ocx.

(b) Réwniez dla kazdej funkcji g : U — C iU spdjnego, jesli exp(g) =
1, to g(U) C 2miZ. Ale g(U) jest spdjny, czyli g jest funkcja stala,
réwna 27ni dla pewnego n € Z. Stad im(-2mni) = ker(exp).

(c) Wiemy tez, ze dla U jednospdjnego exp |y : Oc- (U) — O (U)
jest epimorfizmem.

Ale ciag cieé¢ globalnych

0 Y/ » O () =25 Ok (CF) —— 0,

nie jest dokladny w Og. (C*), bo dla idc+ nie istnieje globalny loga-
rytm.



4. Niech 7 bedzie maly kategorig indekséw. Z Zadania 1 listy 5, istnie-
ja granice odwrotne wzgledem kategorii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy
funktor

C — Func(Z,C), X~ Ax
ma funktor prawo-dotaczony: funktor granicy odwrotnej
Jim : Func(Z,C) — C.

Stad kazda granica odwrotna jest funktorem lewo-doktadnym.
Podobnie granica prosta jest funktorem lewo-dotaczonym do A i prawo-
dokladnym.

Podobnie kazda granica prosta jest funktorem prawo-doktadnym.
Np. jes$li mamy ciagi doktadne:

0+A—-B—-C—=0, 0A =B —-C"=>0
to nastepujacy ciag jest doktadny
0-ApA -BoB - CaC -0,

bo @ jest naraz produktem i koproduktem, czyli jest doktadny.

Fakt Nastepujace warunki sa réwnowazne

1. Kroétki cigg doktadny

0 o4 L Y » B — 0,
rozszczepia sie.
2. Istnieje morfizm ¢’ : B — C taki, ze gg' = idc.
3. Istnieje morfizm f': A — B taki, ze f'f = id4.

Dowdd
Pokazemy tylko réwnowaznos¢ 1. <= 2.. Wystarczy pokaza¢ <. Musimy
zdefiniowaé ¢’ : C — A i pokazaé, ze uklad C, f, f',g,g" jest suma prosta
A, B.
Wezmy morfizm idg —¢'g : C — C. Wtedy g(id¢ —g'g) = g — g = 0, czyli
id¢ —g¢'g faktoryzuje si¢ przez pewien morfizm f': C — A (bo ker(g) = A).
Mamy

11'f = (de—d'9)f = f.



Poniewaz f jest monomorfizmem, f'f = id4.
Mamy réwniez
ff'9'g=(dc—g'9)g'9=9'9-g99'9=99-9gg=0.

Poniewaz f jest monomorfizmem i g epimorfizmem, f'¢g’ = 0
Z definicji f', ff'+ ¢'g = idc. O
Definicja

1. Obiekt A nazywamy projektywnym, gdy funktor h4 jest doktadny.

2. Obiekt A nazywamy injektywnym, gdy funktor A jest dokltadny.
Fakt (kategoryjna definicja obiektéw projektywnych i injektywnych)

1. Obiekt Y jest projektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
morfizmdéw
f:X—>»X g:Y—>X

istnieje morfizm h : Y — X taki, ze fh =g.
2. Obiekt Y jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

morfizmdéw

f:X'>X, g:X'>Y
istnieje morfizm h : X — Y taki, ze hf = g.
Przyklady

1. Modut wolny jest projektywny.
Modut jest projektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sktadnikiem
prostym modutu wolnego (éwiczenia).

2. Grupa abelowa jest injektywna wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna
(éwiczenia). Czyli Q jest injektywnym Z-modutem.

Fakt
Zatézmy, ze 0 - A — B — C — 0 jest ciggiem doktadnym. Jesli C' jest
projektywny lub A jest injektywny, to ciag sie rozszczepia.

Funktory pochodne

Ustalmy kategorie abelowa A.
Kompleksem cyklow nazywamy kompleks postaci

d d dn— e
X,: oL X, O X 2 X /% L.
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Dla kompleksu cykléw X, definiujemy H,(X,) (n-te homologie X,) jak dla
komplekséw kotancuchow.
Zapis X, — M oznacza, ze mamy kompleks cykléw postaci

d1 do

> Xo >y M > 0,

. L} Xl
a M — X* oznacza, ze mamy kompleks kocykléw postaci

d2

4o !
— X0 — X1 &5 .

0 — M

Twierdzenie Hilberta o syzygiach
Syzygia w astronomii to sytuacja, gdy 3 ciala lezg na jednej linii (zwykle
storice, ziemia, ksiezyc), czyli zachodzi pomiedzy nimi pewnien zwiazek.
Dla dowolnego skoniczenie generowanego (przez ng elementéw) R-modutu
M, tworzymy ciag doktadny sktadajacy sie z modutéw wolnych.
Najpierw znajdujemy epimorfizm dy : Fy — M, (gdzie Fy = R™) jego jadro
(czyli R-zaleznoéci pomiedzy generatorami M) ma skoriczenie wiele genera-
toréw, jako podmodut skonczenie generowanego modutu nad pierscieniem
noetherowskim, powiedzmy n, generatoréw.
Bierzemy epimorfizm dy : Fi — ker(dp) (gdzie Fi = R™), ker(d;) odpo-
wiada R-zalezno$ciom pomiedzy generatorami ker(dp) (czyli R-zaleznoSciom
pomiedzy R-zalezno$ciami), itd.
Tw. Hilberta o syzygiach méwi, ze istniejg wybory generatoréow dla ktérych
ten ciagg sie urywa po 7 + 1 krokach, czyli otrzymujemy acykliczny kompleks
postaci

O0—-F —>F._1— - = Fp—>M-—0,

gdzie F; sa wolne (w szczegdlnosci projektywne).
Ten kompleks mozna rozumieé jako “kompletng informacje” o M.

Definicja

Rezolwenta projektywna X jest to acykliczny kompleks postaci P, — X,
gdzie dla kazdego i, P; jest projektywny.

Rezolwenta injektywna X jest to acykliczny kompleks postaci X — I'*, gdzie
dla kazdego 4, I* jest injektywny.

Definicja

Kategoria abelowa A ma dostatecznie duzo obiektow projektywnych, gdy dla
kazdego X € A istnieje obiekt projektywny P € A i epimorfizm P —» X.
Kategoria abelowa A ma dostatecznie duzo obiektow injektywnych, gdy dla
kazdego X € A istnieje obiekt injektywny I € A i monomorfizm X — I.



Fakt (zadanie)
Jesli A ma dostatecznie duzo obiektéw projektywnych (injektywnych), to
kazdy obiekt ma rezolwente projektywna (injektywna).

Definicja (funktoréw pochodnych)

Niech F': A — B bedzie funktorem addytywnym miedzy kategoriami abe-
lowymi (B to zwykle jaka$ kategoria R-moduléw).

L,F: A— B — lewy n-ty funktor pochodny F definiujemy jako

L,F(X) := H,(F(P, — 0)),

gdzie P, — X jest (pewna) rezolwenta projektywna X.
Analogicznie definiujemy

R"F(X) := H"(F(0 — I")),
prawy n-ty funktor pochodny F, dla rezolwenty injektywnej X — I*.

Twierdzenie 1 (istnienie i jednoznaczno$é L, F, R"F — ¢wiczenie)
Jesli A ma dostatecznie wiele obiektéw projektywnych (injektywnych), to
dla kazdego F', L, F (R"F) istnieje i nie zalezy od wyboru rezolwenty.

W twierdzeniach 2. i 3. zakladamy, ze istnieje dostatecznie duzo odpowied-
nich obiektéw (projektywnych lub injektywnych).

Twierdzenie 2 (funktory pochodne a dokladno$é)

LoF = F wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest prawodokladny.

ROF = F wtedy i tylko wtedy, gdy F jest lewodokladny.

Twierdzenie 3 (aksjomaty teorii homologii)
Jesli F jest prawo-dokladny, to dla kazdego krotkiego ciggu dokladnego

0 v A1 09 .B s 0,
istnieje dtugi cigg doktadny

Lo F 1
2F(g) 2

LF(B) —%2 1, F(4) 2EYU),

LFe) 29 1 rB)

LFB) 2 r) 29 peey 29 ) —— 0,
gdzie morfizmy é,, sa odpowiednio funktorialne.
Ciag funktoréw i naturalnych morfizméw (L, F,d,) spelniajacy powyzsze i
znikajacy na obiektach projektywnych jest jedyny z dokladno$ciag do izo-
morfizmu.
Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla funktoréw prawodokladnych F
i prawych pochodnych R™F.



Twierdzenie 4

W kategorii Modp istnieje dostatecznie wiele obiektéw projektywnych i
injektywnych.

W kategorii Shy istnieje dostatecznie wiele obiektow injektywnych.

Definicje
1. A,B € A, A — kategoria abelowa

Ext"(A, B) := R"hB(A) (2 R"ha(B))

2. A,B € Modpg

Tor, (A, B) := L,(A®g -)(B) (2 L,(- ®r B)(A))

3. Kohomologie snopéw: F € Shx
H"(X,F) := R"T'(F),
gdzie I' jest funktorem cie¢ globalnych.

4. Kohomologie grup: Niech G bedzie grupa, ktéra dziata (przez auto-
morfizmy) na grupie abelowej A. Wtedy A jest ZG-modutem. Niech Z
bedzie trywialnym ZG-modultem (G dziala poprzez identyczno$c).
Definiujemy n-te kohomologie G o wspdtczynnikach z A i n-te homo-
logie G o wspdtczynnikach z A jako

H™(G, A) := Ext2(Z, A), H,(G,A) := Tork%z, A).



