
Teoria modeli ciaª, Lista 1

1. Rozwa»my zbiór skierowany (N>0, |). Dla n|m znale¹¢ homomor�zm
Fpn → Fpm taki, »e (Fpn)n∈N>0 staje si¦ systemem prostym, którego
granic¡ prost¡ jest Falg

p (algebraiczne domkni¦cie Fp).

2. Niech K,L |= ACF i zaªó»my, »e |K| = |L| > ℵ0. Niech k ⊆ K, l ⊆ L
b¦d¡ podciaªami mocy mniejszej od |K| i niech f : k → l b¦dzie
izomor�zmem. Udowodni¢, »e f przedªu»a si¦ do izomor�zmu K z L.

3. Niech p b¦dzie zerem lub liczb¡ pierwsz¡. Udowodni¢, »e ACFp ma ℵ0

modeli przeliczalnych (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu).

4. Niech T b¦dzie teori¡ λ-kategoryczn¡ dla ka»dej nieprzeliczalnej liczby
kardynalnej λ. Udowodni¢, »e je±li T nie ma modeli sko«czonych, to
jest zupeªna.

5. Niech n,N ∈ N. Napisa¢ Lr-zdanie, które mówi »e dla ka»dej funkcji
wielomianowej f = (f1, . . . , fn), gdzie f1, . . . , fn s¡ wielomianami n
zmiennych stopnia co najwy»ej N , je±li f jest 1-1, to f jest na.

6. Niech M b¦dzie modelem monstrum zupeªnej teorii T w j¦zyku L,
n ∈ N oraz a, b ∈ Mn. Udowodni¢, »e:

(a) tp(a) = tp(b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f : M ∼= M taki,
»e f(a) = b.

(b) qftp(a) = qftp(b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f : 〈a〉 ∼= 〈b〉
taki, »e f(a) = b, gdzie 〈a〉 jest L-podstruktur¡ M generowan¡
przez a.

(c) T ma QE wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej n ∈ N i a, b ∈ Mn

mamy, »e qftp(a) = qftp(b) implikuje tp(a) = tp(b).

7. Niech K b¦dzie dowolnym ciaªem, n ∈ N i V ⊆ K[X1, . . . , Xn]. Niech
Z(V ) := {a ∈ Kn | (∀f ∈ V )(f(a) = 0)}. Udowodni¢, »e:
(a) Zbiory postaci Z(V ) to zbiory domkni¦te pewnej topologii na Kn.
(b) Powy»sza przestrze« topologiczna jest noetherowska, tzn. dowolny

zst¦puj¡cy ci¡g zbiorów domkni¦tych stabilizuje si¦.
(c) Podprzestrze« przestrzeni noetherowskiej jest noetherowska.
(d) Noetherowska przestrze« topologiczna rozkªada si¦ na sko«czon¡

sum¦ zbiorów domkni¦tych nierozkªadalnych, tzn. takich które
nie s¡ nietrywialn¡ sum¡ podzbiorów domkni¦tych.

(e) Podzbiór Kn jest konstruowalny (tzn. jest boolowsk¡ kombinacj¡
zbiorów otwartych i domkni¦tych) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
de�niowalny w (K, +, ·) przez formuª¦ bez kwanty�katorów.
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