Teoria modeli cial, Lista 1

1. Rozwazmy zbior skierowany (INsq,|). Dla n|m znalez¢ homomorfizm
Fpn — Fym taki, ze (Fpn)nen., staje sie systemem prostym, ktorego
granica prosta jest Fglg (algebraiczne domkniecie IFp).

2. Niech K, L = ACF i zatézmy, ze |K| = |L| > 8. Niech k C K,I C L
beda podcialami mocy mniejszej od |K| i niech f : k — [ bedzie
izomorfizmem. Udowodnié, ze f przedtuza sie do izomorfizmu K z L.

3. Niech p bedzie zerem lub liczba pierwsza. Udowodni¢, ze ACF,, ma Ry
modeli przeliczalnych (z doktadnoscia do izomorfizmu).

4. Niech T bedzie teorig A-kategoryczng dla kazdej nieprzeliczalnej liczby
kardynalnej A. Udowodni¢, ze jesli T nie ma modeli skoniczonych, to
jest zupelna.

5. Niech n, N € IN. Napisa¢ L,-zdanie, ktore méwi ze dla kazdej funkcji
wielomianowej f = (f1,..., fn), gdzie fi,..., fn sa wielomianami n
zmiennych stopnia co najwyzej N, jesli f jest 1-1, to f jest na.

6. Niech M bedzie modelem monstrum zupelnej teorii 7' w jezyku L,
n € N oraz a,b € M". Udowodnié¢, ze:

(a) tp(a) = tp(b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f : M = M taki,
ze f(a) =b.

(b) aftp(a) = qftp(b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f : (a) = (b)
taki, ze f(a) = b, gdzie (a) jest L-podstruktura M generowana
przez a.

(¢) T ma QE wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej n € Nia,b e M"
mamy, ze qftp(a) = qftp(b) implikuje tp(a) = tp(b).

7. Niech K bedzie dowolnym cialem, n € N1V C K[X;,...,X,]. Niech
Z(V):={ac K" | (Vf € V)(f(a) =0)}. Udowodni¢, ze:

(a) Zbiory postaci Z (V') to zbiory domkniete pewnej topologii na K™.

(b) Powyzsza przestrzen topologiczna jest noetherowska, tzn. dowolny
zstepujacy ciag zbiorow domknietych stabilizuje sie.

(¢) Podprzestrzen przestrzeni noetherowskiej jest noetherowska.

(d) Noetherowska przestrzen topologiczna rozktada sie na skonczona
sume zbioréw domknietych nierozkltadalnych, tzn. takich ktoére
nie sa nietrywialna suma podzbioréw domknietych.

(e) Podzbiér K™ jest konstruowalny (tzn. jest boolowska kombinacja
zbiorow otwartych i domknietych) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
definiowalny w (K, +, -) przez formute bez kwantyfikatorow.



