
Teoria modeli ciaª, Lista 12

Niech A ⊆ B b¦dzie rozszerzeniem pier±cieni i m ∈ N.
1. Zaªó»my, »e I C A skªada si¦ z elementów nilpotentnych. We¹my

a ∈ A taki, »e a + I ∈ (A/I)∗. Udowodni¢, »e a ∈ A∗.

2. Udowodni¢, »e w de�nicji gªadkiej algebry mo»na warunek N2 = 0
zast¡pi¢ warunkiem (∃m ∈ N>0)(Nm = 0).

3. Niech S ⊂ A b¦dzie systemem multyplikatywnym. Udowodni¢, »e AS

jest etalny nad A.

4. Niech ∂ b¦dzie HS-ró»niczkowaniem rz¦du m na A i ∂′ b¦dzie HS-
ró»niczkowaniem rz¦du m na B. Udowodni¢, »e ∂′ rozszerza ∂ wtedy
i tylko wtedy, gdy nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

A
T∂ //

⊆
²²

A[X]/(Xm+1)

⊆
²²

B
T∂′ // B[X]/(Xm+1)

5. Zaªó»my, »e B jest etalny nad A i »e ∂ jest HS-ró»niczkowaniem na A.
Udowodni¢, »e:

(a) Istnieje jedyne rozszerzenie ∂ do HS-ró»niczkowania ∂′ na B.
(b) Je±li ∂ jest iteratywne, to ∂′ jest iteratywne.

6. Zaªó»my, »e B jest gªadki nad A i »e (∂0, . . . , ∂m) jest HS-ró»niczkowaniem
rz¦du m na B takim, »e ∂>0 znika na A. Udowodni¢, »e (∂0, . . . , ∂m)
przedªu»a si¦ do HS-ró»niczkowania na B (te» zerowego na A).

7. Zaªó»my, »e K ⊆ L jest algebraicznym i rozdzielczym rozszerzeniem
ciaª. Udowodni¢, »e L jest etalne nad K.

8. Zaªó»my, »e K jest ciaªem charakterystyki p > 0 i B jest p-niezale»nym
podzbiorem K. Udowodni¢, »e:

(a) B jest p-baz¡ wtedy i tylko wtedy, gdy K = Kp[B].
(b) Je±li B jest p-baz¡, to B jest algebraicznie niezale»ny nad Fp.

9. Niech k b¦dzie podciaªem ciaª K i L, które s¡ podciaªami ciaªa M .
Zaªó»my, »e istnieje baza K nad k, która jest L-niezale»na. Udowodni¢,
»e poni»sze odwzorowanie jest izomor�zmem K-algebr:

K ⊗k L 3
n∑

i=1

ai ⊗ bi 7→
n∑

i=1

aibi ∈ K[L].
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