Teoria modeli cial, Lista 3

Niech K |= ACF),, bedzie modelem monstrum, M modelem monstrum zu-
pelnej teorii w jezyku L, kK C K podciatem, A C M in,m € IN.

1. Dowies¢, ze jedli istnieje definiowalna w M surjekcja f: X — Y taka,
ze dla kazdego y € Y, f~!(y) jest skonczone, to RM(X) = RM(Y).

2. Zatézmy, ze T jest silnie minimalna i a1,...,a, € M. Udowodni¢, ze
RM(ai,...,ay,) = dimyg(a, ..., an).

3. Niech R bedzie dziedzina, Ry C K rozszerzeniem cial oraz elementy
ai,bi,...,an,bp € K bedy algebraiczne nad Ry. Udowodnié¢, ze jesli

homomorfizm

¢ : R[al,...,an] — R{bl,,bn]
spelnia ¢|g = idg oraz ¢(ay) = by,...,d(an) = by, to ¢ jest izomor-
fizmem.

4. Niech X C M" bedzie A-definiowalny i RM(X) = «. Udowodni¢, ze:

(a) Istnieje jedyny p € Sy, (A) taki, ze RM(p) = a oraz “x € X” € p
wtedy i tylko wtedy, gdy X nie jest roztgczng suma dwoch A-
definiowalnych podzbioréw rangi Morley’a réwnej a.

(b) Zbiér X spelnia powyzsze warunki dla kazdego B O A wtedy i
tylko wtedy, gdy mlt(X) = 1.

(c) Jesli mlt(X) =1 oraz Y C M™ jest definiowalny i RM(Y) < a,
fomlt(XUY) =1.

5. Zalozmy, ze k |= ACF, i V C K" jest k-domkniety. Udowodni¢, ze V/
jest k-nierozkladalny wtedy i tylko wtedy, gdy V jest nierozkladalny.

6. Niech V C K" bedzie domkniety i nierozktadalny. Udowodni¢, ze
RM(V) = dimyep (V).

7. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazue:

(a) Dla kazdego a € M® istnieje b € M™ taki, ze dcl®d(a) = dcl®d(b).

(b) Dla kazdego zbioru definiowalnego X C M™ istnieje c € M™ taki,
ze dla ¢ € Aut(M), ¢(c) = c wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(X) = X.

(c) Dla kazdej 0-definiowalnej relacji rownowaznosci £ na M™ istnieje
funkcja definiowalna f : M™ — M™ taka, ze dla x,y € M™,
f(x) = f(y) wtedy i tylko wtedy, gdy xEYy.

8. Znalez¢ definiowalng relacje rownowaznosci na K, dla ktérej nie ma
definiowalnego zbioru reprezentantéw klas abstrakcji.



