
Teoria modeli ciaª, Lista 5

Niech (R, ∂) b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowym i (K, ∂) ⊆ (L, ∂) rozszerze-
niem ciaª ró»niczkowych. Zaªó»my, »e char(R) = char(K) = 0.

1. Udowodni¢, »e dla A ⊆ R mamy

〈A〉 = ({∂(n)(a) | a ∈ A, n ∈ N}).

2. Udowodni¢, »e dla a ∈ L mamy:

RD(I(a/K)) = trdegK K〈a〉.

3. Napisa¢ formalnie aksjomaty DCF0.

4. Udowodni¢, »e je±li R jest dziedzin¡, to istnieje ró»niczkowe rozszerze-
nie (R, ∂) ⊆ (M,∂) takie, »e (M,∂) |= DCF0.

5. Niech P ∈ Spec(K{X}) b¦dzie ∂-ideaªem, f ∈ P, g ∈ K{X} \ P oraz
a := X + P ∈ K{X}/P . Rozwa»amy K{X}/P z ró»niczkowaniem
ilorazowym i uto»samiamy K z podciaªem ró»niczkowym K{X}/P .
Udowodni¢, »e f(a) = 0, g(a) 6= 0.

6. Niech g ∈ K{X} b¦dzie nierozkªadalny rz¦du n oraz α ∈ L taki, »e
trdegK K〈α〉 = n. Udowodni¢, »e je±li g(α) = 0, to g jest wielomianem
minimalnym I(α/K) (tzn. dla ka»dego f ∈ I(α/K) \ {0} nieprawd¡
jest, »e f ¿ g).

7. Niech C b¦dzie ciaªem staªych (K, ∂). Udowodni¢, »e

C = Calg(K)(:= {a ∈ K | a jest algebraiczny nad C}).

8. Udowodni¢, »e je±li K0 jest podciaªem prostym K, to ∂|K0 = 0.

9. Niech K, L |= DCF0 b¦d¡ ω-nasycone i k ⊆ K, l ⊆ L b¦d¡ przeliczal-
nymi podciaªami ró»niczkowymi. Zaªó»my, »e istnieje ∂-izomor�zm
Φ : k → l. Udowodni¢, »e istniej¡ Kω, Lω takie, »e

k ⊆ Kω 4 K, l ⊆ Lω 4 L

oraz ∂-izomor�zm Ψ : Kω → Lω taki, »e Ψ|k = Φ.

10. Zbada¢, w których zadaniach zaªo»enie o charakterystyce 0 byªo is-
totne.
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