
Teoria modeli ciaª, Lista 7

Niech (K, ∂) b¦dzie modelem monstrum DCF0, k ⊆ K podciaªem ró»niczkowym,
R pier±cieniem ró»niczkowym i n ∈ N.

1. Niech f, g ∈ k[X], λ ∈ k i zaªó»my, »e

λf = X
∂f

∂X
, Xn|X ∂g

∂X
− ng.

Udowodni¢, »e:

(a) λ = deg(f) i f = bXλ dla pewnego b ∈ k,
(b) Xn|g.

2. Niech f ∈ R[X] i r ∈ R. Udowodni¢, »e:

∂(f(r)) =
∂f

∂X
(r) · ∂(r) + f∂(r).

3. Niech f ∈ R{X} i ord(f) = n. Udowodni¢, »e:

∂(f) =
n∑

i=0

∂f

∂X(i)
X(i+1) + f∂ .

4. Zaªó»my, »e dla f ∈ k{X} ideaª 〈f〉 jest pierwszy. Udowodni¢, »e
〈f〉 = I(f).

5. Udowodni¢, »e 〈X ′′X −X ′〉 ∈ Spec∂(K{X}).
6. Niech A ⊆ R, a ∈ R i zaªó»my, »e ideaª

√
〈A ∪ {a}〉 jest sko«czenie

generowany jako radykalny ideaª ró»niczkowy. Udowodni¢, »e istniej¡
m ∈ N i a1, . . . , am ∈ A takie, »e

√
〈A ∪ {a}〉 =

√
〈a, a1, . . . , am〉.

7. Niech V1, V2 ⊆ kn b¦d¡ zbiorami domkni¦tymi Kolchina i A ⊆ kn.
Udowodni¢, »e:

(a) Ik(A) jest radykalnym ideaªem rózniczkowym,
(b) V1  V2 wtedy i tylko wtedy, gdy Ik(V1) ! Ik(V2),
(c) V1 jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy, gdy Ik(V1) jest pier-

wszy,
(d) V1 ∪ V2 jest domkni¦ty Kolchina.

8. Niech A ⊆ K{X1, . . . , Xn}. Udowodni¢, »e IK(Z(A)) =
√
〈A〉.

9. Zaªó»my, »e k |= DCF0 i p ∈ Sn(k). Udowodni¢, »e Vp jest nierozkªadalny.
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