
Teoria modeli ciaª, Lista 9

Niech (K, ∂) |= DCF0, k b¦dzie podciaªem ró»niczkowym K, n ∈ N, dla
v = (v1, . . . , vn) ∈ Kn niech ∂(v) := (∂(v1), . . . , ∂(v1)) i X = (X1, . . . , Xn).

1. Dla S ∈ k[X]n de�niujemy ró»niczkowanie ∂S na k[X] które przedªu»a
∂ i ∂S(X) = S. Zaªó»my, »e f ∈ k[X] i v ∈ Kn. Udowodni¢, »e:

(a) ∂S(f) = ∂(f)(X, S).
(b) Je±li ∂(v) = S(v) i m ∈ N, to ∂(m)(v) = ∂

(m)
S (X)(v).

2. Zaªó»my, »e v ∈ Kn i ∂(v) ∈ k(v)alg. Udowodni¢, »e k〈v〉 = k(v, ∂(v)).

3. Udowodni¢, »e je±li v ∈ Kn i tdk k〈v〉 < ω, to istnieje ∂-rozmaito±¢
(V, s) de�niowalna nad k, m ∈ N i g ∈ k[X̄] takie, »e

(v, ∂(v), . . . , ∂(m)(v),
1

g(v, ∂(v), . . . , ∂(m)(v))
) ∈ (V, s)].

4. Dla p ∈ Sn(k) udowodni¢, »e RM(p) ∈ N wtedy i tylko wtedy, gdy
RD(p) ∈ N.

5. Niech (V, s) b¦dzie ∂-rozmaito±ci¡, W ⊆ V ] zbiorem domkni¦tym
Kolchina i W domkni¦ciem Zariskiego W. Udowodni¢, »e:

(a) W ∩ V ] = W.
(b) W jest ∂-podrozmaito±ci¡ (V, s), tzn. s(W ) ⊆ T ∂W .
(c) W ] = W.
(d) Je±li W jest nierozkªadalny Kolchina, to W jest nierozkªadalny

Zariskiego.

6. Niech V ⊆ Kn b¦dzie k-domkni¦ty Zariskiego, V ⊆ V k-domkni¦ty
Kolchina i g¦sty Zariskiego w V . Zaªó»my, »e a ∈ V jest taki, »e
Ik〈a〉 = Ik〈V〉 (ideaªy w k{X}). Udowodni¢, »e Ik(a) = Ik(V ) (ideaªy
w k[X]).

7. Niech Pn = Pn(K). Dla i ∈ {0, 1, . . . , n} niech
Ui = {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn | xi 6= 0}.

Uto»samiamy Ui z Kn w standardowy sposób. Udowodni¢, »e:

(a) Istnieje funkcja ∂Pn : Pn → TPn taka, »e obci¦cie ∂Pn do ka»dego
Ui pokrywa si¦ z ∂Kn .

(b) Powiemy, »e A ⊆ Pn jest domkni¦ty Kolchina w Pn wtedy i tylko
wtedy, gdy ka»dy A∩Ui jest domkni¦ty Kolchina w Kn. Udowod-
ni¢, »e zbiory domkni¦te Kolchina w Pn s¡ zbiorami domkni¦tymi
pewnej topologii noetherowskiej na Pn.
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