
Pier±cienie Dedekinda, Lista 1

R, T s¡ pier±cieniami (przemiennymi z 1). Spec(R) to zbiór ideaªów pier-
wszych R, Max(R) to zbiór ideaªów maksymalnych R.

1. Udowodni¢, »e pier±cie« z jednoznacznym rozkªadem jest normalny.

2. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡. Udowodnic, »e R jest normalny wtedy i
tylko wtedy, gdy dla ka»dego P ∈ Spec(R) pier±cie« RP jest normalny.

3. Niech R := C[X,Y ]/(X2 − Y 3). Traktujemy R jako rozszerzenie C w
naturalny sposób.

(a) Udowodni¢, »e R nie jest normalny.
(b) Znale¹¢ t ∈ R0 taki, »e C[t] jest normalizacj¡ R.
(c) Zastanowi¢ si¦ nad interpretacj¡ geometryczn¡ (b).

4. Niech K b¦dzie ciaªem, char(K) 6= 2 i f ∈ K[X]\K b¦dzie niepodzielny
przez kwadrat »adnego wielomianu dodatniego stopnia. Udowodni¢, »e
K[X,

√
f ] jest caªkowitym domkni¦ciem K[X] w K(X,

√
f).

5. Niech d ∈ Z b¦dzie niepodzielna przez kwadrat »adnej liczby pierwszej.
Udowodni¢, »e caªkowitym domkni¦ciem Z w Q(

√
d) jest:

(a) Z[
√

d], je±li d ≡ 3 (mod 4);
(b) Z[1+

√
d

2
], je±li d ≡ 1 (mod 4).

6. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i ζp ∈ C\{1} b¦dzie p-tym pierwiastkiem
z 1. Udowodni¢, »e Z[ζp] jest caªkowitym domkni¦ciem Z w Q(ζp).

7. Znale¹¢ przykªad rozszerzenia R ⊆ T i ideaªu I C T takiego, »e:

(a) I ∈ Max(T ), ale I ∩R /∈ Max(R).
(b) I ∈ Spec(T ) \Max(T ), ale I ∩R ∈ Max(R).
(c) R ⊆ T jest caªkowite, I /∈ Max(T ), ale I ∩R ∈ Max(R).
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