
Pier±cienie Dedekinda, Lista 6

1. Niech Q ⊆ K b¦dzie rozszerzeniem Galois i R caªkowitym domkni¦ciem
Z w K. Dla I C R de�niujemy φ(I) := |(R/I)∗|. Udowodni¢, »e:

(a) Dla I, J C S wzgl¦dnie pierwszych mamy φ(IJ) = φ(I)φ(J).
(b) Je±li P przebiega ideaªy pierwsze dziel¡ce I, to mamy

φ(I) = |R/I|
∏
P

(1− 1

|R/P |).

(c) Dla x ∈ R, je±li ideaª xR jest wzgl¦dnie pierwszy z I, to

xφ(I) ≡ 1(mod I).

(d) Dla ka»dego P ∈ Spec(R) i x ∈ R mamy

x|R/P | ≡ n(mod P ).

2. Niech ε ∈ C b¦dzie taki, »e ε2 = −5.

(a) Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce rozkªady w Z[ε] s¡ rozkªadami na
parami niestowarzyszone elementy nierozkªadalne:

21 = 3 · 7 = (1 + 2ε)(1− 2ε) = (4 + ε)(4− ε).

(b) Rozªo»y¢ ideaª (21) C Z[ε] na iloczyn ideaªów pierwszych.
(c) U»ywaj¡c rozkªadu z (b) znale¹¢ rozkªady z (a).

3. Niech R b¦dzie pier±cieniem Dedekinda. Udowodni¢, »e Cl(R) jest
grup¡ torsyjn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego pier±cienia T , je±li
R ⊆ T ⊆ R0, to istnieje podzbiór multyplikatywny S ⊆ R taki, »e
T = RS.
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