
Pier±cienie Dedekinda, Lista 1

Niech K b¦dzie ciaªem.

1. Udowodni¢, »e ka»dy pier±cie« waluacyjny jest pier±cieniem lokalnym.

2. Poda¢ przykªad pier±cienia lokalnego, który jest dziedzin¡ i nie jest
pier±cieniem waluacyjnym.

3. Udowodni¢, »e je±li pier±cie« waluacyjny jest noetherowski, to jest PID.

4. Niech (A1,61), (A2,62) b¦d¡ abelowymi grupami uporz¡dkowanymi.
Udowodni¢, »e (A1 × A2,6) jest abelow¡ grup¡ uporz¡dkowan¡, gdzie
6 jest porz¡dkiem leksykogra�cznym.

5. Niech (A,6) b¦dzie abelow¡ grup¡ uporz¡dkowan¡. Udowodni¢, »e:

(a) grupa A jest beztorsyjna;

(b) dla ka»dego a ∈ A mamy

a 6 0 ⇐⇒ −a > 0;

(c) je±li Γ1,Γ2 ⊆ A s¡ dobrze uporz¡dkowane to zbiór

Γ1 + Γ2 := {a1 + a2 | a1 ∈ Γ1, a2 ∈ Γ2}
jest dobrze uporz¡dkowany;

(d) je±li Γ1,Γ2 ⊆ A s¡ dobrze uporz¡dkowane oraz a ∈ A to zbiór

{(a1, a2) ∈ Γ1 × Γ2 | a1 + a2 = a}
jest sko«czony.

6. Niech (A,6) b¦dzie abelow¡ grup¡ uporz¡dkowan¡ i f ∈ K((XA))\{0}.
Udowodni¢, ze f jest elementem odwracalnym w K((XA)).

7. Niech R b¦dzie dziedzin¡, K ciaªem uªamków R i v : R \ {0} → A
b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e dla ka»dych a, b ∈ R \ {0} mamy:

(a) v(ab) = v(a) + v(b);

(b) je±li a + b 6= 0, to v(a + b) > min(v(a), v(b)).

Udowodni¢, »e v jednoznacznie przedªu»a si¦ do waluacji vK : K∗ → A.

8. Niech v : K∗ → A b¦dzie waluacj¡ oraz x, y ∈ K∗. Udowodni¢, »e:

(a) v(−x) = v(x);

(b) v(x) < v(y) =⇒ v(x + y) = v(x).


