Pierécienie Dedekinda, Lista 10

Niech R C T bedzie rozszerzeniem pierscieni i n € INy.

1.

Zalozmy, ze {e1,...,e,} jest baza T jako R-modutu oraz I < R.
Udowodnié¢, ze {e; +IT,...,e,+ 1T} jest baza T/IT jako R/I-modutu
oraz

D(ey +IT,....,e,+IT) = D(ey,...,e,) + 1.

. (Lemat Nakayamy) Niech m bedzie jedynym idealem maksymalnym R

oraz M bedzie skonczenie generowanym R-modutem. Udowodnié, ze

(a) Jesli mM = M, to M = {0}.
(b) Jesli N jest podmodutem M takim, ze N+mM = M, to N = M.
Zatozmy, ze R jest Dedekinda, K = Ry, K C L jest skoiiczonym

rozdzielczym rozszerzeniem cial i T jest catkowitym domknieciem R w
L. Udowodni¢, ze dla kazdego niezerowego I < R mamy

Noyw(IT) = 1™
gdzie m = [L: K.

Niech R bedzie pierScieniem Dedekinda, Ry = K i rozwazmy wieze
skonczonych rozdzielczych rozszerzen ciat K C L C M. Udowodnié, ze

NL/K o NM/L = NM/K-

Niech K bedzie ciatem liczbowym, R catkowitym domknieciem Z w K
i I niezerowym ideatem R. Udowodnié, ze

N(I)Z = Nk o(1).

. Niech R bedzie pierscieniem Dedekinda, o € T" elementem catkowitym

nad R, F' € R[X]| wielomianem minimalnym « i zatézmy, ze T = R]a/].
Dla P € Max(R), niech Fi,...,F, € R[X] unormowane beda takie,
e F = F" ... F," w R/P[X] (dla pewnych e, ...,e, € Nyg) oraz
Fi,..., F, sa nierozkladalne i parami rézne. Udowodnié, ze

PT = (PT + Fy()T)" - ... (PT + Fo(a)T)"
jest rozkladem na idealy pierwsze w T'i fi = deg(F1), ..., fn = deg(F},).
Niech m € Z\{1} bedzie bezkwadratowa, R bedzie catkowitym domknie-
ciem Z w Q(y/m) i p > 2 bedzie liczba pierwsza, ktora nie dzieli m.

Udowodnié, ze ideal pR jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy m nie
jest kwadratem modulo p.



