
Pier±cienie Dedekinda, Lista 10

Niech R ⊆ T b¦dzie rozszerzeniem pier±cieni i n ∈ N>0.

1. Zaªó»my, »e {e1, . . . , en} jest baz¡ T jako R-moduªu oraz I P R.
Udowodni¢, »e {e1+IT, . . . , en+IT} jest baz¡ T/IT jako R/I-moduªu
oraz

D(e1 + IT, . . . , en + IT ) = D(e1, . . . , en) + I.

2. (Lemat Nakayamy) Niech m b¦dzie jedynym ideaªem maksymalnym R
oraz M b¦dzie sko«czenie generowanym R-moduªem. Udowodni¢, »e

(a) Je±li mM = M , to M = {0}.
(b) Je±li N jest podmoduªem M takim, »e N +mM = M , to N = M .

3. Zaªó»my, »e R jest Dedekinda, K = R0, K ⊆ L jest sko«czonym
rozdzielczym rozszerzeniem ciaª i T jest caªkowitym domkni¦ciem R w
L. Udowodni¢, »e dla ka»dego niezerowego I P R mamy

NL/K(IT ) = Im,

gdzie m = [L : K].

4. Niech R b¦dzie pier±cieniem Dedekinda, R0 = K i rozwa»my wie»¦
sko«czonych rozdzielczych rozszerze« ciaª K ⊆ L ⊆M . Udowodni¢, »e

NL/K ◦ NM/L = NM/K .

5. Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym, R caªkowitym domknieciem Z w K
i I niezerowym ideaªem R. Udowodni¢, »e

N(I)Z = NK/Q(I).

6. Niech R b¦dzie pier±cieniem Dedekinda, α ∈ T elementem caªkowitym
nad R, F ∈ R[X] wielomianem minimalnym α i zaªó»my, »e T = R[α].
Dla P ∈ Max(R), niech F1, . . . , Fn ∈ R[X] unormowane b¦d¡ takie,
»e F̄ = F̄1

e1 . . . F̄n
en w R/P [X] (dla pewnych e1, . . . , en ∈ N>0) oraz

F̄1, . . . , F̄n s¡ nierozkªadalne i parami ró»ne. Udowodni¢, »e

PT = (PT + F1(α)T )e1 · . . . · (PT + Fn(α)T )en

jest rozkªadem na ideaªy pierwsze w T i f1 = deg(F1), . . . , fn = deg(Fn).

7. Niechm ∈ Z\{1} b¦dzie bezkwadratowa, R b¦dzie caªkowitym domkni¦-
ciem Z w Q(

√
m) i p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, która nie dzieli m.

Udowodni¢, »e ideaª pR jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy m nie
jest kwadratem modulo p.


