
Pier±cienie Dedekinda, Lista 5

Niech K ⊆ L b¦dzie rozszerzeniem ciaª i R b¦dzie pier±cieniem.

1. Zaªó»my, »e K ⊆ L jest rozdzielcze i α ∈ L. Udowodni¢, »e

NL/K(α) =
∏

σ:L−→
K
Kalg

σ(α).

2. Niech K b¦dzie ciaªem liczbowym, R caªkowitym domkni¦ciem Z w K
i r ∈ R. Udowodni¢, »e r ∈ R∗ wtedy i tylko wtedy, gdy NK/Q(r) = ±1.

3. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, ζp = e2πi/p i O caªkowitym domkni¦ciem
Z w Q(ζp). Udowodni¢, »e

(a) NQ(ζp)/Q(ζp) = 1.

(b) Dla i ∈ {1, . . . , p− 1} mamy TrQ(ζp)/Q(ζ
i
p) = −1.

(c) p = (1− ζp) · · · (1− ζp−1
p ).

(d) NQ(ζp)/Q(1− ζp) = p.

(e) (1− ζp)O ∩ Z = pZ.

(f) Dla ka»dego α ∈ O mamy

TrQ(ζp)/Q(α(1− ζp)) ∈ pZ.

(g) Dla ka»dych a0, a1, . . . , ap−2 ∈ Q mamy

TrQ(ζp)/Q((a0 + a1ζp + . . .+ ap−2ζ
p−2
p )(1− ζp)) = pa0.

(h) O = Z[ζp].

4. Niech R b¦dzie dziedzin¡ i I b¦dzie R-podmoduªem R0. Udowodni¢,
»e:

(a) Je±li I jest odwracalny, to I jest sko«czenie generowany.

(b) Je±li I jest sko«czenie generowany, to I jest uªamkowy.

(c) Je±li I jest uªamkowy i R jest noetherowski, to I jest sko«czenie
generowany.

5. Zaªó»my, »e R jest pier±cieniem noetherowskim i I jest wªa±ciwym
ideaªem R. Udowodni¢, »e istniej¡ ideaªy pierwsze P1, . . . , Pn w R
takie, »e dla ka»dego i 6 n mamy

P1 · . . . · Pn ⊆ I ⊆ Pi.
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