
Pier±cienie Dedekinda, Lista 7

Niech R i T b¦d¡ pier±cieniami.

1. Zaªó»my, »e R jest pier±cieniem Dedekinda i dla ka»dego niezerowego
ideaªu I i ka»dego P ∈ Max(R) niech nP (I) ∈ N b¦dzie takie, »e

I =
∏

P∈Max(R)

P nP (I).

Udowodni¢, »e dla niezerowych ideaªów I, J pier±cienia R mamy:

(a) Dla ka»dego P ∈ Max(R), nP (IJ) = nP (I) + nP (J).

(b) I ⊆ J ⇐⇒ dla ka»dego P ∈ Max(R), nP (I) > nP (J).

(c) Dla ka»dego P ∈ Max(R), nP (I + J) = min{nP (I), nP (J)}.
(d) Dla ka»dego P ∈ Max(R), nP (I ∩ J) = max{nP (I), nP (J)}.

2. Udowodni¢, »e je±li R i T s¡ pier±cieniami ideaªów gªównych, to R× T
jest pier±cieniem ideaªów gªównych.

3. Zaªó»my, »e R jest DVR i niech K = R0. Udowodni¢, »e R jest maksy-
malnym wªa±ciwym podpier±cieniem K.

4. Niech m ∈ Max(R) i n ∈ N>0. Udowodni¢, »e

R/mn ∼= Rm/m
nRm.

5. Poda¢ przykªad R, ideaªu P ∈ Spec(R) i n ∈ N>0 takiego, »e

P n 6= (P nRP ) ∩R.

Ideaª (P nRP )∩R oznaczamy P (n) i nazywamy n-t¡ pot¦g¡ symboliczn¡

P . Udowodni¢, »e zawsze pot¦ga symboliczna ideaªu pierwszego jest
ideaªem prymarnym.

6. Niech R b¦dzie pier±cieniem Dedekinda. Udowodni¢, »e grupa ideaªów
uªamkowych R jest woln¡ grup¡ abelow¡ o bazie Max(R).

7. Niech R b¦dzie dziedzin¡, K = R0 i M,N b¦d¡ R-podmoduªami K.
Udowodni¢, »e M ∼= N wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje α ∈ K \ {0}
taki, »e N = αM .
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