
Pier±cienie Dedekinda, Lista 8

1. Niech I1, . . . , Ik b¦d¡ ideaªami pier±cienia R. Udowodni¢, »e:

√
I1 · . . . · Ik =

√
I1 ∩ . . . ∩ Ik =

√
I1 ∩ . . . ∩

√
Ik.

2. Niech ε ∈ C b¦dzie taki, »e ε2 = −5 i R = Z[ε]. Udowodni¢, »e

(a) R jest pier±cieniem Dedekinda.

(b) Liczby 3, 7, 1+2ε, 1−2ε, 4+ε, 4−ε s¡ elementami nierozkªadalnymi
pier±cienia R (mo»na u»y¢ normy).

(c) Znale¹¢ 3 niestowarzyszone rozkªady liczby 21 w R na iloczyny
elementów nierozkªadalnych.

(d) Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce ideaªy pier±cienia R sa pierwsze:

P3 := (3, 1+ε), P ′
3 := (3, 1−ε), P7 := (7, 3+ε), P ′

7 := (7, 3−ε).

(e) Rozªo»y¢ ideaª (21)CR na iloczyn ideaªów pierwszych.

(f) U»ywaj¡c rozkªadu z (e) znale¹¢ ponownie rozkªady z (c).

3. Niech R ⊆ T b¦dzie rozszerzeniem pier±cieni Dedekinda, Q ∈ Max(T ),
P ∈ Max(R) oraz e := nQ(PT ). Udowodni¢, »e:

(a) Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

i. P = Q ∩R,

ii. e > 0,

iii. P = Qe ∩R.

(b) Je±li e > 0, to dla ka»dego x ∈ R \ {0} mamy

vQ(x) = vP (x)e.

(c) Je±li P = Q ∩R oraz f := dimR/P (T/Q), to mamy

dimR/P (T/Q
e) = ef.

4. Niech R b¦dzie pier±cieniem Dedekinda. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne.

(a) Grupa Cl(R) jest torsyjna.

(b) Dla ka»dego pier±cienia T , je±li R ⊆ T ⊆ R0, to istnieje podzbiór
multyplikatywny S ⊆ R taki, »e T = RS.


