
Geometria Algebraiczna 2, Lista 4

Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym.
1. Niech (Xi)i∈I b¦dzie rodzin¡ schematów i dla i 6= j niech Uij ⊆ Xi

b¦dzie podzbiorem otwartym z indukowan¡ struktur¡ schematu. Za-
ªó»my, »e mamy izomor�zmy φij : Uij → Uji takie, »e φij = φ−1

ji oraz
φij(Uij ∩Uik) = Uji∩Ujk oraz φik = φjk ◦φij na Uij ∩Uik. Udowodni¢,
»e istnieje schemat X i mor�zmy ψi : Xi → X takie, »e:

(a) ψi(Xi) jest otwarty w X i ψi : Xi → ψi(Xi) jest izomor�zmem,
(b) X =

⋃
ψi(Xi),

(c) ψi(Uij) = ψi(Xi) ∩ ψj(Xj),
(d) ψi = ψj ◦ φij .

Mówimy, »e X jest sklejeniem (Xi) wzdªu» (φij).

2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Udowodni¢, »e funkcja
α : X → t(X), α(x) = cl({x})

jest ci¡gªa i indukuje bijekcj¦ pomi¦dzy zbiorami otwartymi X i t(X).

3. Niech S b¦dzie pier±cieniem z gradacj¡ i I P S. Udowodni¢, »e:

(a) I jest jednorodny wtedy i tylko wtedy, gdy I ma zbiór jednorod-
nych generatorów.

(b) Operacje sumy, iloczynu, przekroju i radykaªu zachowuj¡ ideaªy
jednorodne.

(c) Rodzina (D+(f))f∈S+,f :jednorodny jest baz¡ Proj(S).
(d) Je±li I jest jednorodny i dla ka»dych jednorodnych r, s ∈ S mamy

rs ∈ I ⇒ r ∈ I ∨ s ∈ I, to I jest pierwszy.
(e) Proj(S) = ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy element S+ jest

nilpotentny.

4. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ rzutow¡ nad k i S jednorodnym pier±cie-
niem V . Udowodni¢, »e schemat t(V ) jest izomor�czny z Proj(S) w
kategorii Schk.

5. Udowodni¢, »e zde�niowany na wykªadzie funktor Vark → Schk jest
wiernie peªny.

6. Niech X b¦dzie schematem. Udowodni¢, »e:

(a) (X, (OX)red) jest schematem zredukowanym,
(b) X jest zredukowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego x ∈ X

pier±cie« Ox jest zredukowany.
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